Capitolo 1. Richiami di teoria elementare

1.1 Cenni di teoria degli insemi

Il concetto di “insieme” e un concetto primitivo, cioé uno di quei presupposti o assiomi che in
matematica costituiscono i fondamenti e del quali non e data al cuna definizione.
Intuitivamente si puo pensare ad un insieme come agli elementi che lo costituiscono, accomunati da
una stessa natura o proprieta. Indicheremo gli insiemi con le lettere in maiuscolo (A,B,C,X,Y...)
mentre gli elementi di verranno indicati in minuscolo (a ,b, ¢, X, y...). Per indicare che un ele-
mento appartiene ad un insieme, scriveremo ae A; per indicare che un e emento non appartiene ad
uninsieme scriveremo ag A.

DEFINIZIONE. L’insieme privo di elementi é detto insieme vuoto e lo indichiamo con il smbolo @ .

Dati due insiemi A e B se gli elementi di A appartengono anche all’insieme B
(V := per ogni xe A= x € B) scriveremo che:

Ac B (A écontenuto in B) oppure B> A (B contiene A).

DEFINIZIONE. A si dice sottoinsieme proprio di B se Ac B ed esiste almeno un elemento di B che
non appartienead A (3(:=esiste) xe B, | (: =taleche) x¢ A); intal caso indicheremo Ac B.

Se accade contemporaneamente che Ac B eBc AdloraA=B cioei dueinsiemi sono uguali.
Se A e B non sono uguali scriveremo A= B (A diverso daB).
Si noti che ogni insieme A ha come sottoinsiemi A stesso e @ che vengono chiamati sottoinsiemi
banali. Un insieme puo essere rappresentato o per elencazione (elencando esplicitamente i suoi ele-
menti) o per proprieta (enunciando la proprieta che i suoi elementi verificano) o tramite i diagrammi
di Eulero-Venn.

ESEMPIO
A ={24,6,8}

B ={tutti i numeri interi pari compresi fra2 ed 8}
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C= 2 6
8 4

Si noti che se un insieme é costituito da un numero finito di elementi lo si puo indicare nel tre
modi possibili; se invece e costituito da un numero infinito di elementi e conveniente indicarlo per
proprieta o tramite diagramma.

1.1.1 Operazioni trainsiemi

DEFINIZIONE. Dati due insiemi A e B si definisce unionetra A e B (Au B) I’insieme costituito da
tutti gli elementi di A eda quelli di B presi una sola volta se eventual mente sono ripetuti:

AUB={xe AeloxeB}.

DEFINIZIONE. Dati dueinsiemi A e B si definisce intersezionetra AeB ( An B) I’insieme costituito
dagli elementi che contemporaneamente stannoin Aedin B:
AnB={x:xe Aed xe B}

DEFINIZIONE. Dati dueinsiemi A e B s definisce differenzatra A e B (A/B) I’insieme costituito da-
gli elementi di A che non appartengono a B:
A/B={x:xe A xgB}.

ESEMPIO

Siano A ={0, %,1} B={-3,0, v2}.

Si ha AuB={-3,0,%,1,\/§}

AnB={0}
1
AIB={ 2.1}
B/A={-3 2}.

Attraverso larappresentazione graficadei diagrammi di Eulero-Venn, |o stesso esempio diventa:

Da questo esempio s pud notare che A=(A/B)U(AnB); AuUB=BUA mentre

A/B= B/ A ; questo significa che le operazioni di unione ed intersezione Sono operazioni commu-
tative, mentre ladifferenzanonlo e
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DEFINIZIONE. Dato un insieme A chiameremo insieme delle parti di A, P(A), I’insieme costituito da
tutti i sottoinsiemi di A (compresi quelli banali):
P(A)= {X| XcA}.

ESEMPIO
SiaA ={1, 2, 3, 4} determinare P(A).
Intanto ® ed A stesso appartengono a P(A);
I sottoinsiemi formati da un solo elemento sono : {1}, {2}, {3}, {4};
i sottoinsiemi formati da due elementi sono{1,2}, {1,3}, {14}, {2,3}, {24}, {3,4};
I sottoinsiemi formati datre elementi sono {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}
quindi  P(A)={®, A, {1}, {2}, {3}, {4}, {1.2}, {13}, {1.4}, {2,3}, {2,4},
{3,4},{1,2,3},{1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}}; notare che P(A) contiene 16 (=2*) elementi.

OSSERVAZIONE. In generae, seuninsieme X har elementi alloraP(X) avra 2" elementi.

Alcunetrale proprieta di cui godono le operazioni trainsiemi sono:

Pl. AnA=A

PP-AnNnd=bn A=

P3:AUD =0 UA=A

P4:(A uB) nC=(A nC)u(B NnC) proprieta distributiva
P5:(A nB) uC=(A UC)N(B UC) “ “
P6: (A uB) uUC=A u(B UC) proprieta associativa
P7:(AnB) nC=A n(BnC) “ “
PB:A/(BuC)=(A/B)n (A/C) formula di De Morgan
PO:A/(BNC)=(A/B) u (A/C) “ “

Dimostriamo, ad esempio, la P9, che essendo una uguaglianza insiemistica va provata facendo
vedere che preso un qualungue elemento appartenente a  primo membro, appartiene anche al
secondo membro e viceversa

Sia xe AI(BNC); alora xe Aed xgBnC, ovvero x¢ B oppure x¢C. Dacui xe A ed

x¢ B implica xe(A/B); xe Aed xgC implica xe (A/C).

In definitiva xe(A/B) oppure xe(A/C) percido xe(A/B)U(A/C). Viceversa, sia
xe (A/B)uU (A/C): dlora xe (Al B) oppure xe (A/C).Se xe (A/B) alora xe Aed x¢B; se
xe(A/C) dloraxe AmaxgC.

Dacio xg(BnC) ovvero xe A/(BNC).

DEFINIZIONE. S dice prodotto cartesiano di due insiemi A e B (e si denota con AxB) I’insieme for-
mato dalle coppie ordinate (a,b) con acAebeB:
AxB ={(a,b) : acA, beB}.

1.2 Teoriade numeri
Consideriamo adesso particolari insiemi : gli insiemi numerici.

Indichiamo conN I’insieme dei numeri naturali
N={0,1,223, ...n,...}
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in tale insieme vengono definite le operazioni algebriche elementari dirette (somma e prodotto) e le
relative operazioni inverse (differenza e divisione).

Osserviamo che le operazioni inverse non sempre sono eseguibili, infatti dati a e b appartenenti
ad N laloro differenza € quel numero naturale c (se esiste) taleche c+b=a.
E chiao che se a<badloradceN:c+b=a perché per ogni c intero,
c+b>b>a = c+b>a.

Anaogamente dati a e b interi non e detto che esista ¢ (risultato della divisione di a per b) tale
che c-b=a, ovvero chea siamultiplo di b.

Dato che non é possibile inN effettuare tutte le operazioni di base, nel senso che il risultato non
e detto che sia un numero intero, viene introdotto I’insieme dei numeri interi relativi Z

Z={0,+1,+2+3..+n,..}.

Si guadagna cosi I’operazione di sottrazione, oltre le due operazioni dirette; ma ancora non &
detto cheil quoto di dueinteri relativi siaancora dello stesso tipo.

Per tale motivo viene introdotto I’insieme Q dei numeri razionali, ossia delle frazioni aventi
numeratore un intero relativo qualsiasi, e per denominatore un intero relativo diverso da zero

Q:{m:m,nez,nio}-
n

Echiaoche NcZe Z Q.
Ogni numero razionale — nel sistema di numerazione decimale S puo scrivere come
n
+M,cg,...C,...CC,...c, =M, c.c,c, dove M e un numero naturae, c,,C,,...,C, SONO NUMeri interi
compresi tra0 e 9 elabarra sopra c,c,...c, indicalaperiodicita, ovveroil loro ripetersi nella nume-

razione decimale.
L’insieme Q ci permette di eseguire tutte le operazioni algebriche di base; ricordiamo che dati

a, b, cdeementi di Z concednonnulli s ha

§+E_ad+bc

b d  bd
ac_a

b d bd

a_c < ad=bc

b d

E>£>0 < ad>bc.
b d

Tuttavia si potrebbe provare che? r € Q: r* = 2, mentre vedremo che un numero che verifica la

suddetta eguaglianza e la radice quadrata aritmeticadi 2 (\/E ).
Pertanto, si definisce R I’insieme dei numeri reali, ampliando Q con quei numeri che non si

pOssono esprimere sotto forma di frazione, come J2,r.e (numeri irrazionali):
R=Qu \/E,n,e, ..... }

Chiameremo numero reale il seguente simbolo: +M,c,c,...C, ... 0sservando che se |la successio-
ne di cifre decimali dopo lavirgola é periodicail numero e reale razionale, altrimenti il numero éir-
razionale.

Lo zero avra la seguente rappresentazione 0,00000... ; mentre il numero reale si dira positivo o
negativo seil segno chelo precede € + oppure — .
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Dato a numero reale si dice opposto del numero a lo stesso numero col segno cambiato (-a).
Due numeri reali a e b si dicono uguali se hanno lo stesso segno, la stessa parte intera e la stessa
successione di cifre decimale, ovvero se, sempre avendo |o stesso segno uno dei due numeri e pe-
riodico di periodo 9 e I’altro si ottiene da questo sostituendo il 9 con 0 ed aumentando di una unita
lacifrache precedeil periodo 9, per esempio +5,319999...= +5,32.

L’uguaglianza fra numeri reali gode delle seguenti tre proprieta:

P1: riflessiva: a=a,VaeR
P2: smmetrica: a=b=b=a,va,beR
P3: transitiva:a=b,b=c=a=c,vVa,b,ceR.

Per confrontare due numeri reali distinti non negativi diremo che a € minore di b e scriveremo
a<b selaparteinteradi a & minore dellaparteintera di b ovvero se avendo la stessa parte intera
laprima cifra decimale di a € minore della corrispondente cifradecimaledi b e cosi via. Ovviamen-
te a>0 Vareale positivo.

Se a e b sono entrambi reali negativi diremo chea e minoredi b se —b< —a. S deduce che
oghi humero reale non negativo € maggiore di qualunque numero real e negativo.

Ricordiamo che larelazione di confronto introdottain R gode delle seguenti proprieta:

riflessiva: a<a,VaeR

antismmetrica: a<b,b<a= a=b,Va,beR

. trangitiva: a<b,b<c=ac<c,Vab,ceR

P4 tricotomia: sea#b = a<b oppure b<a

P5. sea<b=a+c<b+c,Vab,ceR

a-c<b-c sc>0

a-c2b-c sc<0

P7: seaeb sono concordi (discordi) = a-b>0 (a-b<0)

P8: Assoma di completezza : siano A e B sottoinsemi non wuoti  di R, tali che
a<b VaeAbeB.Alloraesisteamenounnumerorealectaleche a<c<b VaeAbeB.

38R

P6: sea<bh = {

In R definiamo le operazioni di somma e prodotto che godono delle seguenti proprieta:

Pl: a+b=b+a; a-b=b-a proprieta commutativa
P2: (a+b)+c=a+(b+c); (a-b)-c=a-(b-c) proprieta associativa
P3: a+0=a ; a-l=a (esistenza dell’elemento neutro)
P4. a+(-a)=(-a)+a=0, a-lzl-azl (1 eil reciprocodi a=0)
a a a

P5: a-(b+c)=(a-b)+(a-c) proprieta distributiva.
Le operazioni inverse sono cosi definite:

a-b=a+(-b) VabeR
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a:b:a% Va,beR,b=0.

Osserviamo che:

1. a>0:>1>0,Vae]R,a¢0;
a

2. O<ac< b©§2% Va,beR,a,b#0.

1.3 Valore assoluto

DEFINIZIONE. S dice valore assoluto del numero reale a il numero non negativo cosi definito:
a sea>0

|aj= —a sea<0O.
0 sea=0

Da guesta definizione si hanno le seguenti proprieta :

Pl: Vva>0,vxeR, |xKae -a<x<a

P2: Va,xeR |xpa< x<-aoppurex>a
P3: [x-yHEIx|-]y] ¥xyeR
P4

. |lazbK|al+|b] VabeR prima disuguaglianza triangolare
P5: |[azb[x||lal]-|b]| Va,beR seconda disuguaglianza triangolare
pe; 12=13l vaberb=o0

bl |b]

P7. |ake Ve >0=>a=0
P8: —lal<a<|a| VaeR
PO: |alF|-a| VaeR.

ESEMPI
e |-2.5 = |10| =10e|-2|5|=2.5=10
e |[2+3|=1<|2|+|3|=5
< B-(2I=B> 8- F2=B-2=1
1.4 Elevamento a potenza
Assegnati due numeri reali o ep , cerchiamo di dare significato al simbolo o.” .

Procediamo per passi:
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1. sia B =nnumero naturale; definiamo o" =o-a-..a ed a’=1(a #0).
\—w_—J

nvolte

2. sia B =mnumero intero relativo, con mnon negativo ed o = 0, definiamo o™ =

a™

m

: m . . = . . . .
3. sia p =— numero razionae; per definirelapotenza o " introduciamo laradice n-esima di
n

un numero reale.
1.4.1 Radice n-esima di un numero reale

SiaaeR,a>0,neN,n>1.

DEFINIZIONE. S chiama radice n-esima aritmetica di a(Q/a) guel unico numero reale positivo b la
cui potenzan-esimadaa:b"=a.

Si prova che un siffatto numero b esiste. Consideriamo adesso I’equazione X" =acon

aesR,neN.

Tale equazione ammette o0 meno soluzioni nell’incognita reale x in funzione di a ed n, infatti:

1. se a>0, nintero pari n>1, I’equazione X" =a ammettein R, come uniche soluzioni, la
radice n-esima aritmeticadi a (b = \/5) e I’opposto della radice n-esima aritmetica di a
(b=-Ya);

2. sea>0,ninterodispari n>1, I’equazione X" =aammettein R una ed una sola soluzione
datadalla radice n-esmaaritmeticadi a (b= \/5);

3. sea=0,nintero n>1, I’equazione x" =0ammettein R unaed unasolasoluzione che élo
zero;

4. se a<0, nintero dispari n>1, I’equazione x"=aammette in R una ed una sola solu-
zione (negativa) data dall’opposto dellaradice n-esmaaritmeticadi —a ( b:-R/—_a);

5. sea<0,ninteropari n>1, in tal caso I’equazione x" = a non ammette soluzioni in R ..

DEFINIZIONE: s dice radice n-esma di un numero reale ogni soluzione, se esiste,
dell’equazione x" =a,con aeR,neN,n>1.

1.4.2 Proprieta della radice n-esima

P1: (%)“ =a,Vva>0edninteron>1, eVa<0 ed n intero dispari >1.

P2 sea>0 = %a>0

se a=0 = %a=0

se a<0 ndispari = %a<0
P3: Ya=-%-a con n dispari.

Si hache VX% =|X , pertanto se o > 0 definiamo o " = (Vo)™ = (Va.™).
m 1

Osserviamoche o." >0 Vo e R; eda." = Ya. .
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Utilizzando I’assioma di completezza € possibile
a”’ conBeReda >0.

Elenchiamo alcune proprieta delle potenze:

p

af a’ =alm

P1

P2: (a”) =alf”

P3: o >0

P4 a>1 Bp<y < af<a’
P5. O<a<l B<y < aof>a’

P6: (gjyzﬂ
p B
P7: (o-B) =a’-B"
a’ <pB" sey>0
P8: s O<a<f = < a’"=1 sey=0.
a’ >pB" sey <0

estendere la definizione di

y y
I 0,13 (n,l)x
O - O =
X X
@ (b)
Figura 1.1 Grafico della funzione esponenziale aX: (a) caso a>1, (b) caso O<a<1.
ESEMPI
. (a3)4 _a2 - Kxaj] — 105
2 7
e 2. F=c® ; izms : [(S)sl !
m
0 o a1
- k=1 ; bt=b ;==
z
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1.5 Logaritmo

DEFINIZIONE. Dati a e b numeri reali a, b >0, a=1, s definisce logaritmo di b in base a, elo s in-
dica con la scrittura log, b , I’ unico numero reale soluzione dell’equazione a* =b.

Si pud provare che un siffatto numero esiste e, ovviamente, risulta a®" =b.
Elenchiamo alcune proprieta del logaritmo:

P1. log,a=1; log,1=0
P2 p=log,(a)”
P3: log,(b-c)=log,b+log,c

P4: Ioga(gj =log, b-log, c
c

P5: Iogbc=|09a%)g b (formula di cambiamento di base)

P6: a>1, b<c < log,b<log,c
P7. O<a<l, b<c < log,b>log,c.

Se a= e il logaritmo si dice naturale o neperiano e si indicacon loga oppure Iga; invece se
a=10 i logaritmi si dicono decimali esi indicano con Log a.

Nell’espressione log, b=+M,cc,... laquantita +M s dice la caratteristica del logaritmo
mentre laquantita c,c,... S chiamalamantissa del logaritmo.

y
y
1,0 [§R1)}
O X O X
@ (b)
Figura 1.2 Grafico dellafunzione logaritmica logg X : (a) caso a>1, (b) caso O<a<l.
ESEMPI
- log,8=3 perché 2°=8 ; log,25=2 perché 5° =25 ;
- 1 (1Y 1
log,,10000=4 perche 10" =10000 ; log,—=2 perche | = | == ;
>4 2 4
—4 -3
. I09262—5=—4 perché (Ej _ 625 ; log, 8=-3 perche (ij =8;
: 16 5 16 > 2
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 log,4-16-128=10g, 4+10g9,16+109,128 ; Iog3287igzlogg81—logsz43

e log,16° =5-l0g,16 ; Iogﬁ@:%ologﬂ.

1.6 Cenni di trigonometria; misurain radianti di un angolo a; sin a; cosa; tg a

Sia a un angolo del piano con origine in O:

Figural.3

Consideriamo due circonferenze centrate in O di rag-
gio rispettivamente r ed R (cfr. Figura 1.4) e, indichiamo
con | e L, rispettivamente le lunghezze degli archi inter-
cettati dall’angolo a su di esse:

Risulta:

r

polim

Figural.4

Tae numero, che non dipende dalla circonferenza centratain O, si chiama la misurain radianti
dell’angolo o . Pertanto un angolo avra misura di 1 radiante se la lunghezza dell’arco di circonfe-
renzaintercettato € uguale al raggio della stessa circonferenza.

La misura in radianti dell’angolo giro € 2mr/r = 2rt da cui deduciamo che I’angolo piatto e 1 ra-
dianti, I’angolo retto é n /2 radianti e piu in generale laformula che ci permettera di passare dalla
misura in radianti dell’angolo a (o) alamisurain gradi (o) e viceversa

OLQ _ 0Lr
360° 2r
Dalla precedente proporzione segue
Tabellal.1
misura dell’angolo in gradi sessagesimali misura dell’angolo in radianti

360° 21
180° T
90° /2
60° /3
45° /4
30° /6
270° 3n/2
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Consideriamo ora, un sistema di riferimento cartesiano (cfr il Capitolo 3) e riportiamo I’angolo
o in modo che la sua origine coincida con quelladel sistemadi riferimento e una delle due semiret-

te che lo generano giaccia sull’asse x (cfr. Figura 1.5). Si conviene che lamisuradi o. sia positiva

se la semiretta che genera I’angolo e giace sull’asse X ruota in verso antiorario per sovrapporsi
all’altra semiretta (in caso contrario lamisuradi o saranegativa).

Sia I' la circonferenza avente centro nell’origine del sistema di A

riferimento e raggio unitario (circonferenza trigonometrica): y
_ ) 2
F_{(x,y)eRx]R.x +y _1}. r B

Diciamo B il punto sulla circonferenza intersezione con la semi- /
retta libera che genera I’angolo o . Ebbene, I’ordinata (BH ) e o A >
I’ascissa (OH ) del punto B si chiamano rispettivamente seno di o O] H X
(sina. ) ecosenodi a (cosa ).

Evidentemente: Figural.5
—1<sna <1, —-1<cosa <1, Va eR,es ha
sin(a +2kn )=sino. ; cos(o +2kn )=cosa. VkeZ,Va eR.
Applicando il Teoremadi Pitagoraa triangolo rettangolo di cateti BH, OH, ed ipotenusa uguae
ad uno, s trovalarelazione fondamentale:
sin®a +cos’a =1, Va eR.
Definiamo tangente dell’angolo a (tg o ) il seguente rapporto :
sina,

tga = _ A
9% = s T

che ovviamente ha senso se

cosa 0= a ¢%+kn, keZ.

\ 4

I’ordinata del punto T intersezione tra la retta tangente al
trigonometrico in A ela semiretta libera che generaa (tg a

AT )(cfr. Figura 1.6).

y
Geometricamente la tangente di o rappresenta / —
Qy X cerchio

Figural.6
Riportiamo qui di seguito unatabellaconi valori di sina, cosoa etgo per acuni angoli di uso
piu frequente:

Tabellal.2

o sina cosa. tgo

J6-+2 J6++/2
15° = /12 1 4 2-43
o J5-1 10+ 245 5-2.5
18° = /10 yo—- NIU+2vo
4 4 5

30° = 11/6 12 J3/3
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NEY
45° = /4 V212 V212 1
60° = 1/3 J3/2 12 J3
90° = /2 1 0 non esiste
180° =1t 0 -1 0
270° = 3/2n -1 0 fon esige
0° = 360° = 2r 0 1 0

Ricordiamo, inoltre:
e formuledi addizione e sottrazione:
sin(a £ 3) =sina cosPB +coso Sina
cos(o £ 3) =cosa cosP FSsinasinf ;

e formuledi bisezione:

. ,0 1-coso o 1+cosa
sin®—= —=

co
2 2 2 2

¢ 20 _1-cosa
2 1+cosa

e formuledi duplicazione:

sin20, = 2sina, cosa. , €os20 = Ccos*a —Sina

tg2o = 2tg(§
1-tga
e formule parametriche:
o 20
2tg— 1-tg°—
sina = 2 cosa = 2
1+tg° & 1+tg° &

| grafici delle funzioni trigonometriche sono i seguenti:

e y=sinxeunafunzione periodica di periodo 2t definita per ogni xe R, il codominio e [-1,1].
Il grafico interseca I’asse x nei punti dellaforma kr , con ke Z.
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Figural.7 Grafico di sin x.
y = cos x e unafunzione periodicadi periodo 2n definitaper ogni xe R, il codominio e[-1,1].

Il grafico interseca I’asse x nei punti dellaforma %-i- ke ,conke Z.

-2

Figura 1.8 Grafico di cos x.
. T .o N . . . . .
y =tgx, definitaper x#—+kn e codominioR , &€ una funzione periodica di periodo = . Il suo

[ ]
grafico interseca I’asse x nei punti della forma kr , con ke Z .

-1

-6

Figura 1.9 Grafico di tg x.
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1.7 Polinomi, equazioni e disequazioni algebriche

DEFINIZIONE. S chiama polinomio algebrico di grado (o ordine) n una combinazione lineare di po-
tenze intere della variabile x del tipo :
p(X) =a, +ax+ax +..+ax", aeRVi=1..,n,a #0.
Osserviamo cheil grado del polinomio (deg p(x)) € la massima potenza con cui compare lava
riabile x, ad esempio
p(x) = 2x° - x* +3x-5
e un polinomio di ordine 3 (deg p(x)=3). Se p(x) = &, il suo grado é zero.
Si chiamavalore del polinomioper x=o elos indicacon p(a) I’espressione numerica
pa) =a, +aa +a,0’ +...+aa".
Se p(a) =0, as chiamaradice de polinomio.
Assegnato un polinomio algebrico p(x) di grado n si chiama equazione algebrica associata al po-
linomio, elas indicacon p(x)=0, il problemadellaricercadelleradici del polinomio.

Osserviamo che il numero delle radici dell’equazione algebrica é uguale all’ordine del poli-
nomio contando le radici, anche se complesse e molteplici (Teorema fondamentale dell’algebra).

Teorema 1.1 (1° Principio d’identita dei polinomi) Due polinomi p(X) e g(x) sono uguali se hanno lo
stesso ordine, ed i coefficienti corrispondenti uguali.

1.7.1 Divisione tra polinomi
Sussiste il seguente

Teorema 1.2 Sano A(x) e B(x) due polinomi con deg(A(x)) > deg(B(x)). Allora esiste univoca-
mente determinata la coppia di polinomi Q(x) (quoziente) ed R(x) (resto) tali che

A(X) = B(X)-Q(X)+ R(x) con deg(R(x)) < deg(B(x)) .

Osserviamo che x=a. éradice di p(x) se esolo sep(x) e divisibile per (x-a) (cioéil resto della
divisione deve valere zero).

ESEMPIO
Siano AX)=x*-x*+3 e B(X)=2x-1;

5 2x -1
=2 x? X
2 2 4
2
eseguiamo ladivisione 0 —7+0+3

x> X

__+_

2 4
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2

da cui otteniamo: Q(X):X?_E ed R(x):—§+3.

2
Lasciamo al lettore laverificache: (x°®—x*+3) = (2x—1)£x7—2j+[—§+ 3}.

Osserviamo infine che notea.,, o, a5,.....0,, lenradici di p(x)=0 (eventuamente non tutte di-
stinte e non tutte reali) il polinomio ammette I’unica decomposizione
p(x) =a, - (X—o;) (X—0,) - (X—01,) .

ESEMPIO
Sia p(x) = x> —1. Esso ammette comeradici x=+1 equindi si decomponein (x—1)(x+1).

1.7.2 Equazione algebrica di primo ordine
Si definisce equazione algebrica di primo ordine I’equazione :

ax+b=0 cona,beR,a=0.

Utilizzando le proprieta dei numeri reali tale equazione ammette I’unica soluzione x= —g.

Infatti: da ax+b =0 aggiungendo ad ambo i membri —b risulta ax = —b da cui dividendo entrambi
i membri per a= 0 g ottiene x = —g. D’altra parte é facile verificare che x = —g soddisfa la no-
stra equazione.

ESEMPIO
Risolvere I’equazione —3x+5=0.

Aggiungendo ad ambo i membri -5 edividendo per -3 s ottiene la soluzione x = g

1.7.3 Equazione algebrica di secondo ordine

Si definisce equazione algebrica del secondo ordine I’equazione:
ax’ +bx+c=0 cona,b,ceR,a=0.

Si chiama discriminante dell’equazione (e lo si indicacon il simboloA) il numero A =b? —4ac.

La risoluzione dell’equazione ¢ legata al segno di A. Si provache:
e Se A>0 I’equazione ammette due radici reali e distinte fornite dalla seguente formula:

—b+
5 =b2%a\/X equindi  ax® +bx+c=a-(X-x%)-(X-X,).
e Se A=0 I’equazione ammette due radici reali e coincidenti date da

b b’
%=X == ed ax2+bx+c:a(x+%j :
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e Se A<O0 I’equazione non ammette radici reali (ma ovviamente ne ammettera due complesse
coniugate).

OSSERVAZIONE. Assegnato il polinomio algebrico p(x), il problema della risoluzione di p(x) = 0
s affronta determinando le soluzioni di p(x)=0 ed escludendo tali valori.

ESEMPIO
Per risolvere x> —3x+2 =0, basterarisolvere x* —3x+2=0. Tale equazione ha come solu-
zioni
X:3iJ§j§:3i1:<1
2 2 2
per cui X#1, x= 2 sono le soluzioni del nostro problema.

1.7.4 Sstemi di equazioni

Il problema della risoluzione di due o piu equazioni, ovvero la ricercade valori dadare
adla variabile x per soddisfare contemporaneamente le equazioni  assegnate

p,(x)=0,...... , P, (X)=0 s chiama sistema elo s indica nella maniera seguente:
pl(X) =0
p. (x)=0

ESEMPIO

Si consideri il sistema:
x*-1=0
{x—lzo’
la prima equazione ha come soluzioni x =+1 mentre |a seconda equazione ha soluzione x =1.
Quindi il sistemaammette come unica soluzione x =1.

OSSERVAZIONE. Un sistema potrebbe non avere soluzioni, quando le singole equazioni che lo com-

pongono non hanno soluzioni 0 non hanno soluzioni a comune. Un sistema, infine, potrebbe presen-
tarsi nel seguente modo :

p(x)=0
q(x)=0

1.7.5 Equazioni fratte

Assegnati i polinomi p(x) e q(x), sl chiama equazione fratta I’equazione % =0.
X
=0
Essa € equivalente a sistema: P(x) .
q(x) =0

ESEMPIO
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X2 —3x+2 x> —3x+2=0 x=1 x=2
2 270 & =
Xx-1 X-1+0 X1

quindi I’unica soluzione dell’equazione e x= 2.
1.7.6 Disequazioni algebriche

Sia p(x) un polinomio di ordine n . Si chiama disequazione algebrica il problema della ricerca
dei valori di x per cui & soddisfatta una delle seguenti relazioni:
p(x)>0; p(x)20; p(x)<0; p(x)<0 .
Osserviamo che sara sufficiente saper risolvere ad esempio la disequazione p(x) >0 (ed e que-
sto il caso in cui, in seguito, analizzeremo larisoluzione dei vari tipi di disequazione).
Infatti:
p(X)<0 & —-pX)>0; p(x)20 < px)>0 e p(x)=0.

1.7.7 Disequazione algebrica di primo ordine

Laforma generale di una disequazione algebrica di primo ordine & del tipo:
ax+b>0, a=0.

x>—E sea>0

Dalle proprietadei numeri redi ax+b>0 < ax>-b < a

b
Xx<—— sea<0
a

Risulta evidente che, al contrario dell’equazione di primo ordine che ammette una sola soluzio-
ne, le soluzioni della nostra disequazione sono infinite.

1.7.8 Disequazione algebrica di secondo ordine

Laforma generale di una disequazione algebrica di secondo ordine € del tipo:
ax’ +bx+c>0, a=0.

Detto A =b? — 4ac il discriminante dell’equazione associata alla disequazione considerata, si pos-
SONo presentare tre casi:

= Se A >0 I’equazione associata ammette due radici reali e distinte: X, < X, .
In tal caso le soluzioni della disequazione si ottengono seguendo la regola: il segno del tri-

nomioax® + bx +c & uguale a segno del coefficiente a per le x tali che x< x,, X>X,; in-
vece il segno del trinomio e opposto a segno di a per lextali che x; < X< X,.

ESEMPIO
Risolvere la seguente disequazione:  x* + x—2> 0.
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-1-3
X =———=-2
1+ 1
Risuta A=1+8=9>0 per cui Xu:l;\@: 2 sono le soluzioni
' 2 « _—1+3_1
2 2 -

dell’equazione associata; dunque essendo il coefficiente della x di secondo grado positivo come
il segno del trinomio, le soluzioni della disequazione sono:
X<-2, X>1.

, . . : : b
» Se A =0 I’equazione associata ammette come unica radice X=—-—.

2a
Intal caso il segno del trinomio e lo stesso del segnodi a, Vx = —23 .
a
ESEMPI
a Risolverelaseguente disequazione: x> — 2x+1> 0.
Risulta A=4-4=0 percui x=1 ¢ lasoluzione dell’equazione associata; dunque le soluzio-
ni delladisequazionesono vVxe R, x#1.
b. Risolverelaseguentedisequazione: — x* +4x—4>0.
Risulta A=16-16=0 percui x=2 ¢é la soluzione dell’equazione associata; dunque la dise-
guazione non ammette soluzioni.
e Se A <0 Il’equazione associata alla disequazione non ammette soluzioni reali, quindi il se-
gno del trinomio e uguale a segno di a.
ESEMPI
a. Risolvere laseguente disequazione: x* + x+1>0.
Risulta A=1-4=-3<0; dungue le soluzioni della disequazione sono vxeR.
b. Risolverelaseguentedisequazione: — x> +x—1>0.

Risulta A =1-4=-3<0; dungue ladisequazione non ammette soluzioni.

1.7.9 Sstemi di disequazioni

Si chiama sistema di disequazioni il problema dellaricercade valori di x per cui risultino con-

temporaneamente soddisfatte un numero finito di disequazioni assegnate:

p,(x) <0
P,(x) >0

P (x)>0

ESEMPI

a

Risolvereil sistema:
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X, =3,

3 X,=3
741 3<:>{x<—33, x>43_
— 4 X<3, x>

x*-9>0 - (x-3)(x+3)>0 -
X? —7x+12>0 A=49-48=1 X2 =

Graficamente s ha:

-3 3

—

quindi, il sistema dato hacome soluzioni: x<-3, x>4.

X
v

b. Risolvereladisequazione |x+1+ x*<4.
Questa disequazione ¢ equivalente all’unione dei due seguenti sistemi:
X+1>0 x+1<0
{x+1+x2£4 {—x—1+x2£4
che hanno come soluzioni

—1+\/E 1—x/2_1
s Y

per cui le soluzioni della disequazione iniziale sono

1—\/2_1£X£—1+\/E_
2 2
x> -9

-S>
X —=7X+12

-1<x <x<-1

c. Risolverelaseguente disequazione:

La disequazione ¢ equivalente all’unione dei due sistemi:
x*-9>0 U x*-9<0
X —7x+12>0  |x*-7x+12<0

X<-3, Xx>3 -3<x<3
X<3, X>4 3<x<4

& (X<=3, x>4) U (D),
per cui le soluzioni delladisequazioneiniziale sono: x< -3, x> 4.

1.7.10 Equazioni e disequazioni irrazionali

Si definisce equazioneirrazionale un’ equazione del tipo

Y A(X) = B(X)
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dove ne N, A(xX) eB(x) sono due polinomi nella variabile x. La risoluzione di tale equazione di-

pende dall’indice n..
Precisamente I’equazione considerata é equivalente (ameno di verificafinae) a

A =[BXT
e senépaid sistema: A(X)>0
B(x)>0

- sené dispari all’equazione: A(x)=[B(x)]".

ESEMPIO
Risolvere la seguente equazione: +x° —1=Xx+2
x> —1=(x+2)? x> —1-x*-4x-4=0
Essaé equivalente d sistema: x*-1>0 o x<-1 x=>1
X+2>0 X>-2
5
X=——
4 . .
& Ix<-1, x>1.Graficamentes ha
X>-2
-2 -5/4 -1 1

v

per cui I’ unica soluzione e X:_Z; lasciamo a lettore la verifica finale (osserva che

I’elevamento a potenza di un polinomio porta generalmente all’introduzione di soluzioni spurie).

Un tipo di disequazioneirrazionale &:

2/A(X) > B(X).
Si possono presentare due diversi casi:
 Sen eédispari, occorre risolvere ladisequazione: A(x)> [B(x) [
e Senepari, occorrerisolverei due seguenti sistemi:

A= 0 A(X) >0
B <0 U | Br=0
A > [B(X)T

L’ equivalenza ovviamente e a meno di verifica finale.

ESEMPIO
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Risolvere la seguente disequazione: Vx> —3x+ 2> X +1.
Ladisequazione é equivalente ai due sistemi

x> —3x+2>0

2
— >
{X 3X1+i_o U X+1>0 =
X+li< X2 —3x+2>x+1
<1x>2 X<1L x>2
X<1 x>
U x>-1 = x<-1 U —1£x<2—\/§.

x<2—\/§,x>2+\/§

Pertanto I’insieme delle soluzioni della disequazione datae formato dallex : x<2-— V3.

1.7.11 Equazioni e disequazioni esponenziali

Si chiama equazione (disequazione) esponenziale un’equazione (una disequazione) in cui la va

riabile x (oppure un polinomio da essa dipendente) figura come base o esponente di una potenza.

L’equazione a®™® =b, b> 0 & equivalente a risolvere I’equazione algebrica p(x) =log, b.
Ladisequazione a"™ >b eéequivaente, se b>0, aladisequazione p(x)>log, b se a>1

oppure alladisequazione p(x)<log,b se O<a<1 ; mentreesempreverificatase b<0.

ESEMPI
a. Risolvere la seguente equazione esponenziale 2°1=3, L’equazione equivale a

x*-1=log,3 < x°=1+log,3 < Xx==,1+log,3.

b. Risolverelaseguente equazione esponenziae: 3°* +4-3* —12=0. L’equazione equivale a

3=t 3=t 3=-6 =2
) = = U < @© U x=log, 2,
t°+4t-12=0 t=-6, t=2 t=-6 t=2

per cui la soluzione dell’equazioneé x=1Ilog, 2.

c. Risolverelaseguente disequazione esponenzide: 9% —-5-3* +6>0.
Ladisequazione equivale a:

3=t @{3:'[ o <2 U >3 o

3*_5.3+6>0 < ,
t°-5+6>0 t<2, t>3

x<log,2, x>log,3=1,

per cui lasoluzione delladisequazioneinizidleé x<log, 2, x>1.

2(x-1
d. Risolverelaseguente disequazione esponenziale: (Ej <(2)*.

Ladisequazione equivale a
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1 2(x-1) 1 —(x-4) 2
(Ej <[Ej S 2X-D>—(x+4) < 2x-2>X%x-4 & IX>2 < x>—§

: o 3
per cui le soluzioni sono x> ——.

1.7.12 Equazioni e disequazioni logaritmiche

Si chiama equazione (disequazione) logaritmica un’equazione (una disequazione) in cui la va
riabile x (oppure un polinomio da essa dipendente) figura come argomento o base di un logaritmo.
L’equazione log, p(x)=b con a>0, a=1leequivaentearisolvereil sistema

p(x) >0
p(x)=a’
Ladisequazione log, p(x)<b=log,a” con a>0, a=1leéequivaentea sistema
0
P(X)> , Se a>l1
p(x) <a
oppure a sistema
X) >0
{p() , e O<a<l
p(x) > a

ESEMPI
a  Risolvere la seguente equazione logaritmica: log, (x* — 2x— 2) =0.Essaequivale a sistema

2
x> —2x-2>0 - A=1+2=3: x=1++/3 - Xx<1-+/3, x>1+4/3
x> —2x-2=1 x> —2x-3=0 x=-1, x=3
Quindi le soluzioni dell’equazione sono : x=-1, x=3.

b. Risolvere laseguente disequazione: log.(x* + x—1) <1. Essaéequivaente a sistema

x?+x-1>0 - x<_l_\/§, x>_1+\/§

x? +x-1<5 2—3<x<2 2
dacui, tramite intersezione grafica delle soluzioni, si ottiene:
—3<x<_1_2\/§, _1;\/§<x<2.

c. Ladisequazione: (Igx)> -1<0 equivalearisolvere

lgx=t lgx=t {ng<1 {O<x<e
= = 1

=N ,
t? <1 -1<t<1 lgx>-1 x>

) .. 1
le cui soluzioni sono: =< x<e.
e
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d. Risolverelaseguente disequazione : 1g,(25* -2-5*+2) >0 . Essaequivalea sistema

25 -2.5+2>0
25°-2.5+2>1

. t?—20+2>0 vteR vteR
ponendo 5° =t = 5 =
t? -2 +1>0 (t-1*>0 ViteRt=1

per cui deveessere 5 %1 < x=0.

1.8 Insiemi limitati
SaXcR,X#D;

DEFINIZIONE. UnnumerorealeL(|) s dice un maggiorante (minorante) per I’insieme X se
x<L (I£x) VxeX.
E bene notare esplicitamente che un insieme X non sempre ammette maggioranti 0 minoranti.
Se, ad esempio, X = {xe R:x>0} X non anmette maggioranti, mentre lo zero (ed anche un qual-
siasi numero real e negativo) € un minorante di X .

DEFINIZIONE. Diremo che X € limitato superiormente (inferiormente) se ammette un maggiorante

(minorante) e si dice limitato se € limitato sia inferiormente che superiormente
< dl,LeR:I<x<L,Vxe X,

Proposizionel.3 X elimitato < 3JH>0: —-H <x<H,VxeX.

Dimostrazione: Dalla definizione, X € limitato < 3, LeR:I <x<L Vxe X ; d’altra parte
Va eR= -la|<a<|a| pertanto:

l<x<L, vxeXe—(|l|+|L))sx<|L|<[I|+|L| VvxeX, da cui [Iaffermazione per

H=|I]+|L].

OSSERVAZIONE. Se K €& un maggiorante di X (h un minorante di X) alora un qualunque k'> k
(h'<h) éancoraun maggiorante (minorante) di X .

Assegnato X c R, X # @,
DEFINIZIONE. M e R s dicemassmo di X se

1. x<M Vxe X (M eun maggiorante)
2. MeX.

Anaogamente, me R s diceminimodi X se:

1. m<x Vxe X (meéunminorante)
2. meX.
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OSSERVAZIONE. Non tutti i sottoinsiemi non vuoti di R hanno massimo e minimo. Ad esempio se
A={xeR: x>0}, A non hané massimo né minimo (non esiste il piti piccolo numero reale positi-
vo; ad esempio lo zero € un minorante ma non & minimo perché non appartiene ad A).

OSSERVAZIONE. Si verificafacilmente che quando esistono, il massimo ed il minimo sono unici.

Teorema 1.4 (esistenza dell’estremo superiore) Sa X c R, X = @, limitato superiormente; allora
esiste il minimo dell’insieme dei maggioranti di X .

Tale numero, denotato con sup X, viene chiamato estremo superiore di X, e, risulta evidente che
(prop. caratteristiche dell’estremo sup.):

Dx<L VxeX

L=supX < B _
2)Ve >0 IxeX: X>L-¢

infatti la proprieta 1) afferma che L € un maggiorante mentre la proprieta 2) equivale a dire che
L éil piu piccolo dei maggioranti. In manieraanaloga s prova

Teorema 1.5 (esistenza dell’estremo inferiore) Sa X c R, X # @ limitato inferiormente; allora e-
sisteil massimo dell’insieme dei minoranti di X.

Tale numero, che si denotacon inf X, s chiama I’estremo inferiore di X . Evidentemente (prop.
caratteristiche dell’estremo inf.).:

I)I<x VxeX

[=inf X < _ _
2)Ve>0 IXeX: X<l+g

OSSERVAZIONE. Seuninsieme X = ® hamassimo M (minimom) alora M =sup X (m=inf X),
infatti M € un maggiorante di X ed M € X pertanto sono verificate le due proprieta caratteristiche
dell’estremo superiore (la prima € ovvia, la seconda per X =M ).

Infing, sa X cR, X #®d

DEFINIZIONE. X s dice non limitato superiormente (inferiormente) se hon ammette maggioranti

(minoranti) < VkeR 3xe X:x>k (risp. vheR 3IX e X:X <h).

OssSERVAZIONE. Nelle relazioni precedenti ci si puo limitare aconsiderare k>0 ed h<0.

ESEMPIO
Dire se I’insieme numerico X :{— , O< xgl} e limitato superiormente e/o inferiormente
X

e calcolare, in caso affermativo, I’estremo inferiore e I’estremo superiore, precisando se sono
MinNimo e massi mo rispettivamente.
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Ossarviamo che 1<= V¥x:0<x<1l da cui X e limitato inferiormente e poiché
X

le X = 1=minX=inf X .

, e . = - 1
Proviamo che X non e limitato superiormente < Vk>0 3X:0<X<1l —» —>Kk.
X

y < 1 ammette, qualunque siak >0, infinite so-

Kk

O<x<1 O<x<1
=
X

Osserviamo che il sistema { 1> K

luzioni.
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Capitolo 2. Matrici e Sistemi lineari

2.1 Matrici e deter minanti

Si chiama matrice (mx n) una tabella costituita da mxn numeri reali, a;, disposti su mrighe
orizzontali e su n colonne verticali del tipo :

A Qp .. Ay
A=| P B2 B,
aml afn2 " amn

gli indici i, j indicano rispettivamente la riga e la colonna di appartenenza dell’elemento, ad e
sempio a,, appartiene allasecondarigaed allaterza colonna

5 -7

2
Nellamatrice A:( 0 J , che édédl tipo 2x 3, I’elemento a,,vale 1, I’elemento a,,va-

31
leO, ... etc.

DEFINIZIONE. Una matrice si dice nulla setutti i suoi elementi sono nulli, cioé se
&, =0 VI1<i<m, 1< j<n.

DEFINIZIONE. Una matrice si dice quadrata (di ordine n) se n=m; altrimenti s dice rettangolare.

DEFINIZIONE. Una matrice quadrata di ordinen si dice matrice scalare quando
a; =0 sei#]j
a =k sei=jkeR
Inparticolarese k. =1 Vi =1..n lamatrices diceidentica.

ESEMPIO
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elamatriceidenticadi ordinetre.

.
I

o O -

o +—» O

— O O

D’ora in poi, per brevita, indicheremo lamatrice A di elementi a; con A= (aj )
2.1.1 Operazioni con le matrici

» Se A= (a,.j) e B:(b,j) sono due matrici mxn, si chiama somma di A e B, e si indica con
C=A+B lamatrice mxn il cui elemento ¢; edatoda c; =a; +b;.

e SeleR,s chiamaprodotto di A per Az(qj), AA, lamatrice mxn il cui elemento di posto
ij vale ra; .

» Se A=(y,) editipo mxq e B=(y;)éditipo gxn s definisce prodotto righe per colonne d
A pe B, e s indica con C=A-B la matrice mxn il cui eemento
C; = a,b; +a,b,; +...+a,b; (prodotto dellarigai-esmadi A per lacolonnaj-esimadi B).
Osserviamo che nel prodotto tra matrici (righe per colonne) occorre che il numero delle colonne

di A siauguale a numero delle righe di B; quindi se & possibile calcolare A-B, non € detto che sia
possibile calcolare B- A, ed inoltre se entrambi i prodotti hanno senso, in generale A-B = B- A.

ESEMPI
-1 2 5 8 2 4 00
a Siano A= 3 2 1 0 e B=|-1 -2 3 1].
-2 01 4 1 0 0 2
1 6 5 8
Risuta C=A+B=|2 0 4 1
-1 01 6

2 -4 -10 -16
Seconsideriamo A =-2 risulta Aa=|-6 -4 -2 0
4 0 -2 -8

0 1
31 -1
b. Siano A= e B=|-2 -1
4 2 0
5 0
. -7 2 " . < :
Risulta A-B= 5 ; € possibile calcolare B- Ache ovviamente sara diversa da A-Bin

guantoB- A e quadratadi ordinetre.

Le operazioni framatrici cosi definite godono delle seguenti proprieta:
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Pl A+B=B+A prop. commutativa

P2. A+0=0+ A=A 0 é I’elemento neutro della somma
P3. (A+B)+C=A+(B+C) prop. associativa

P4. (A-B)-C=A-(B-C) “ “

P5. Al =1,-A=A I, & I’elemento neutro del prodotto

2.1.2 Determinante

Data una matrice quadrata A= (aij ) di ordine n ad essa & possibile associare in modo univoco un
numero reale detto determinante di A (|A/ = det A).

Distinguiamo vari casi:
- sen=1,A=(a,) s chianadeterminantedi A il numero ay ;

a, ap

e Ssen=2, A:(
a21 a22

J s chiamadeterminante di A il numero det A=a,,a,, —a,,a,,.

ESEMPIO

. 1 0
sa A= cdetA=2-0=2;
-1 2

a; @, a3
e« sn=3, A=|a, a, a,| S chiama determinantedi A il numero
a; dp Ay
det A= Q185,853 + 81,8385, + Q138 8g, — Ay 813 — Agr8y38y; — Age@r1 Q)
ESEMPIO
2 1 3
saA=|1 0 -1| ; detA=0+1+6-0+4-1=10;
32 1

Nel caso n=3, il calcolo del determinante puo essere effettuato tramite la “regola di Sarrus”: si
aggiungono ala matrice le prime due colonne; st somma al prodotto degli elementi della diagonale
principale i prodotti degli elementi delle atre due diagonali ad essa paralele, quindi si sottrae il
prodotto degli elementi della diagonale secondaria diminuito dei prodotti degli elementi delle due
diagonali ad essa parallele:

a; Qp a3 &; @, a3|a;
A= Ay Ay Ay = & Ay Ay 3y Ay
8y Qa3 ag 8y Qap Aap)dy 8y

det A= Q11859853 T 858,303 + 8138583, — A 8813 — g3y — Ag3851 3,5,
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« ingenerae (Teoremadi Laplace) scelta unariga (o indifferentemente una colonna) , ad esempio
quellai-esma(a,,a,,...a,), il determinante &il numero:

det A=(-1)""a,det A, +(-1)**a, det A, +..+ (-1)""a, det A,

dove A, j=1..,n elamatrice ches ottiene da quella data sopprimendo larigai-esmaelaco-
lonna j-esima (osserviamo che A, édi ordine n-1) , mentre il numero (-1)""' det A, & detto
complemento algebrico ”” di  a;; pertanto il determinante di A e lasommadei prodotti degli e-
lementi dellariga (a,,a,,...,&,) per i rispettivi complementi algebrici ( tale calcolo, & bene
precisare, non dipende dallariga o dalla colonna scelta) :

det A=Y (-1)"'a,det A, (abbiamo sceltolarigai-esima).
i=1
Risulta evidente che per il calcolo di un determinante di ordine quattro si ricorre a calcolo del
determinanti di ordine tre, cosi, in generale, per il calcolo di un determinante di ordine n si ricorre a
calcolo di determinanti di ordine n-1.

2.1.3 Proprieta dei determinanti
Leprincipali proprieta dei determinanti sono le seguenti:

a) il valoredi un determinante & nullo se tutti gli elementi di una linea sono nulli;

b) il valoredi un determinante non cambiase si scambiano le righe con le colonne;

c) selamatrice A' s ottiene da A scambiando fraloro duefile paralele, allora det A= —det A

d) selamatrice A" s ottiene da A moltiplicando tutti gli elementi di unafila (riga o colonna) per
unacostante L e R alora det A=A det A;

€) senellamatrice A duefile parallele sono proporzionai allorail determinante € nullo;

f) lasomma dei prodotti degli elementi di unariga (o colonna) per i complementi algebrici degli
elementi analoghi di un’altra riga (o colonna) € uguale a zero.

Le proprieta a), b) e d) sono di facile verifica. Per la proprieta ¢) possiamo procedere per indu-
zione. E immediato vedere che essa vale per n=2 alora supponiamo che sia veraper n—1 e pro-
viamo che e vera per n. Sviluppiamo det A e det A' secondo unariga (o colonna) diversa da quelle
scambiate traloro:

det A= (-1 a7

det A=) (-D)"'a; det A .
i=1
Poiché A e A; hanno ordine n—1 e due righe scambiate tra di loro, dall’ipotesi di induzione si ha
det A, = —det A;; da cui I’asserto. La proprieta e) & una conseguenza della d) e del fatto che se in A

duefile paralele sono uguali allora det A=0 (infatti dallac) si hache det A= —det A).
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Infine, per provare laproprietaf) , osserviamo che unasommadel tipo Y (-1)'*a, A, (i=j) e
k=1

lo sviluppo del determinante dellamatrice A' che si ottiene da A sostituendo al posto degli elementi

dellarigaj-esimaquelli dellarigai-esima. Pertanto A" hadue righe eguali e dunque det A'=0.

Osserviamo che se A e una matrice diagonde, A=(a,,a,,..,a,) dlora
detA=a,-a,-...-a,-

ESEMPIO
1 0 -1 4
: . . 2 3 -2 0
Calcolareil determinante della seguente matrice A= 11 1 4l
4 3 2 1
Addizioniamo alaterzarigalaprimariga, ottenendo
0O 1 0 O
2 3 -2 0
A=
-11 1 -4
4 3 2 1
e calcolando |A secondo laprimariga,
2 -2 0
A=(-D)"*-1 1 -4=—(2+32+16-2)=-48.
4 2 1

2.1.4 Matriceinversa
Sia A unamatrice quadrata di ordinen.

DEFINIZIONE. Diremo che A einvertibile se esiste una matrice B di ordine n tale che
A-B=B-A=1.

Lamatrice B si chiama matriceinversa di A es indicacon A™*. Se A" esiste essa @ unica, infatti
seCetaleche A-C=C-A=1, dlora

A=A ] =A*(A-C)=(A'-A.-C=IC=C.
Vaeil seguente

Teorema 2.1 Sa A=(a;)una matrice di ordine n con det A= 0, allora A e invertibile e gli ele-
menti b, della matriceinversa A™ sono definiti da
det A,

by = (-1 G A

ESEMPIO
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, 1 0
Sia A= :
s
Rsia [4=3; A3, A=l A0, Au-l
— 1 0
Pertanto b, =>=1, b,=0, b= D=1 p -1 eqund at=|1 1]
3 3 3 3 3 3

2.1.5 Caratteristica di una matrice

Data una matrice rettangolare di tipo mxn, da essa s possono estrarre delle matrici quadrate i
cui determinanti si dicono minori di A. Il numero di righe (o colonne) della matrice estratta si chia-
ma ordine del minore. Si chiama ““caratteristica” di A I’ordine massimo dei minori non tutti nulli
che si possono estrarre da A.

Pertanto I’intero positivo k < min{m,n} &la caratteristicadi A se;

1. esisteameno un minore di ordine k in A con determinante non nullo,
2. tutti i minori in A di ordine maggiore di k hanno determinante nullo.

ESEMPIO
21 4 2
Sa A=|1 2 1 -1 risultache carattA < 3.
6 6 10 2

Consideriamo tutti i minori di ordine 3

21 4 21 2
1 2 1|=40+6+24-48-12-10=0;1 2 -1=8-6+12-24+12=0,
6 6 1 6 6 2

1 4 2

2 1 -1=2-24+40-12+10-16=0,

6 10 2

2
pertanto carattA< 2 e poiché 1

1
2‘ =4-1=3 s hache carattA=2.

2.2 Sistemi lineari
A X +apX; t..ta,X, :bl

Un sistema lineare di m equazioni in n incognite ha la
Ay X + 8%+t Ay X, =D,

forma: (S) =

a X +a.,X +..+a,.X, =b
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dove X;,X,,.X, sono le n incognite, a eRs chiamano i coefficienti del sistema e

b eR, Vi=1..,n eil termine noto.
Risolvere (S) significa determinare unan-upla (X, X,,...X,) taleche a,x, +a,X, +...+a,X, =b,

Vi=1..m.
Accanto a sistema (S) si considerano le due matrici :

a, & - &, b

A= : detta matrice completa
arnl amZ T amn bm
a; & A,
B=| : N detta matrice incompl eta.
aml am2 amn

2.2.1 Metodi di risoluzione

Affrontiamo orail problemadellarisoluzione del sistema (S). Cominciando dal caso m=n. Va
leil seguente

Teorema 2.2 (di Cramer) Se det A= 0, il sistema lineare (S ammette una ed una sola soluzione
data da
det B,
X =—",
det A
dove B, ela matrice che s ottiene dalla matrice A sostituendo gli elementi della colonna i-esima

con quella dei termini noti.

ESEMPIO
X+y-z=1
Consideriamo il sistema { x+2y+z=3.
2X—-3y+2z2=2

Risulta det A=13 = 0 pertanto

11 - 11 - 11 1
3 2 1 13 1 1 2

2 -3 1| 17 2 2 1| 6 2 -3 2 10
X=i——— =1 y=— = z=—==

13 13 13 13 13 13°
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In generale, seil numero delle equazioni m e diverso dal numero delle incognite n, si pud tentare
di applicareil seguente

Teorema 2.3 (di Rouche - Capelli) Condizione necessaria e sufficiente affinché il sistema (S) abbia
soluzioni & che le matrici completa ed incompleta del sistema abbiano la stessa caratteristica.

In tal caso se k € la caratteristica delle due matrici, per risolvere il sistema si procede nel seguente
modo:

1. s scelgono k delle m equazioni in modo tale che la matrice del coefficienti di queste abbia
caratteristicauguae ak;

2. nel nuovo sistema ottenuto, avente k equazioni in n incognite, s scelgono k incognite, in
modo tale che il determinante dei loro coefficienti sia non nullo ed alle rimanenti n-k inco-
gnite si attribuiscono valori arbitrari;

3. s risolve questo sistema di k equazioni in k incognite con det = 0 attraverso, ad esempio,
Cramer;

4. dli n numeri cosi trovati costituiscono una soluzione del sistema (S).

ESEMPI
2x+y=4
e Consideriamoil sistema < x+6y=-1
5x+19y =1
2 1 2 1 4
Risulta A=|1 6| ; B=|1 6 -1
5 19 519 1
Poiché detB=0 = carattA=carattB=2.
Consideriamoallorailsistema{ ty=4 che ha soluzione x=§, yz—E.
X+6y=-1 11 11
2x+y+4z=4
e Consideratoil sistema { x+6y—z=-1
5x+19y+z=1
2 1 4
Risulta A={1 6 -1]|;
519 1

Poiché I’ultima riga di B € combinazione lineare delle prime due, carattB = carattA = 2;
consideriamo alorail sistema:

{2x+y+4z:4 {2x+y=4—4z
=N

X+6y—z=-1 X+6y=-1+2

e per Cramer si ha:
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4-4z 1 2 4-4z
-1+z 6 25-257 1 -1+7 -6+6z

11 11 AT 11
pertanto le infinite soluzioni del sistemadato si ottengono al variaredi ze R nellaterna
(25— 25z -6+62z Zj

X =

11 11

Infine ricordiamo che per risolvere un sistema e sempre valido il metodo di sostituzione

ESEMPIO
: . X+y=2
Risolvere il sistema .
2X—-3y=5
Si ha:
1 11
X=2-y X=2-y X=2-y X=2+g=€
= = = .
2(2-y)-3y=5 4-2y-3y=5 -5y=1 y=—l
5
2.2.2 Sstemi lineari omogenei
Seb =b,=..=b, =0 il sstemalineare (S s dice omogeneo. Tale sistema ha sempre |a solu-

zione (0,0,0...0) inoltre e di semplice verifica che se (X, X,...,X,) # (0,0...0) & soluzione allora an-
che (A X,A X,,...,A X,) @soluzione d variaredi L eR.
Per la risoluzione di un tale sistema supporremo m=n; in tal caso dal Teorema di Cramer se

det A= O il sistema omogeneo ha la sola soluzione nulla, mentre se det A=0 , differendo A da B

per una colonna di elementi nulli, risulta carattA = carattB e quindi il sistema e risolubile tramite
Rouche - Capdlli.

ESEMPIO
X+2y+3z=0
Risolvereil sissema< x—-y+z=0 .
2Xx+y+4z=0
1 2 3
Risulta A=|1 -1 1| = detA=0.Poiché carattA=carattB=2 il sistema
2 1 4

assegnato e equivalente (per Rouche - Capelli) al  sistema seguente:

X+2y+3z=0 X+2y=-3z
=
X-y+z=0 X—y=-2Z

e per Cramer :
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-3z 2 1 -3
-z - 5z 1 -z 2z

-3 3

pertanto le soluzioni sono tutte le terne del tipo : [—% —%, zj a variaredi zeR.
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Capitolo 3. Elementi di geometriaanalitica

3.1 Sistemadi riferimento sullaretta
Assegnata unarettar per fissare su di essaun sistemadi riferimento (retta coordinata) occorre:

1. fissare un punto O di r detto origine,
2. fissare un’unita di misura u,
3. scegliereun verso di percorrenzasullaretta
I I I
O u P
Figura 3.10 Retta coordinata.

v

!

Preso P e diremo che O precede P se percorrendo la retta lungo il verso scelto (positivo) si

incontraprima O e poi P.
Ad ogni punto P e possiamo associare un numero reale x (ascissa di P) nella seguente manie-

ra

e se P=0 associamoaP x=0;

e se O precede P associamo a P lalunghezza del segmento congiungente O con P misurata rispet-
to ad u;

e seP precede O associamo a P lalunghezza del segmento congiungente O con P misurata rispet-
to ad u e cambiata di segno;

Evidentemente se O precede P sara x>0 invece se P precede O sara x<0.

Viceversa ad ogni numero reale X possiamo associare un punto P sullarettain tale maniera:

e adx=0associamoil punto O ;

e ad x>0 associamo il punto P tale che O precede P e lalunghezza del segmento congiungente O e
P misurax;

e ad x<0 associamo il punto P tale che P precede O e lalunghezza del segmento congiungente O e
P misura - x.

In tale maniera si stabilisce una corrispondenza biunivoca tra i punti della retta e I’insieme dei nu-
meri reali:

rR
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| | | |
-2 -1 0 3/2 r

v

Figura3.2

3.1.1 Distanza tra due punti e loro punto medio

Assegnati P, di ascissa x,e P, di ascissa x, s definisce distanzatra P, e P, (d(P,P,)) la
lunghezza del segmento cheli congiunge ; risulta d(P,, P,) =[x, — X, .

. X, + X, : : .
Il punto di ascissa M = % risultail punto medio del segmento congiungente P, e P,.

3.2 1l piano cartesiano

Assegnato un piano ©t per fissare su di un s.d.r. occorre considerare due rette coordinate X
ed y perpendicolari traloro (assi coordinati) ed aventi origine in comune:

4 Ad ogni punto Pen possiamo associare due nu-
meri reali (ascissa ed ordinata) nella maniera seguen-
te: daP si conducono le rette paralele agli assi coordi-
pr=y PE(X y) nati; detti P e P le intersezioni rispettivamente con

: I’asse X ed y , aP assoceremo leascissexedydi P e
P" (rispetto ale unita di.misurau ed u” scelte sui due
assi)

Viceversa presa una coppia di numeri reali (x,y) ad
essa associamo un punto nel piano nella seguente ma-
niera: se (x,y) = (0,0) associamo I’origine O; se (X,y)
#(0,0) individuiamo sull’asse X il punto P di ascissa

Figura 3.3 Piano coordinato xesull’asse y il punto P~ di ascissay; ad (xy) as-
sociamo il punto P intersezione delle rette parallele agli assi coordinati condotte daP e P'. In tale
maniera S stabilisce una corrispondenza biunivoca trai punti del piano © e I’insieme delle coppie

ordinate di numeri reali {]Rx R =R? }

bv—l-l

v

O u' P'=x

Xl

Il piano = conil s.d.r.XOy costruito si chiama piano coordinato. Osserviamo che il s.d.r. sud-

divide ©t in quattro parti o quadranti numerati in verso antiorario e che un punto appartiene a pri-
mo quadrante se ha ascissa ed ordinata entrambe non negative, ....etc.

3.2.1 Distanza tra due punti e loro punto medio =

J Jr
Py
Dati due punti P,=(x.,y,) € P,=(x,,y,) s chiama Y
distanza tra i due punti lalunghezza del segmento che li v P>
congiunge. Q

Dall’applicazione del Teoremadi Pitagoraal triango-
lo rettangolo P1P,Q (cfr. Figura3.4) risulta:

d(Pl’PZ):\/(Xl_Xz)Z+(y1_y2)2 @) X1 X2

Figura3.4

i v
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e tale formula vale qualunque siano i punti P; e P, del piano coordinato (anche in futuro ci riferire-
mo al primo quadrante senza perdere in generalita) .

Il puntoM = (Xl ; % : Yi ; Y2 j risultail punto medio del segmento congiungente P, e P; .

3.2.2 Coordinate polari

Assegnato un s.d.r. cartesiano ortogonale XO'y, ogni punto P del piano & univocamente deter-

minato da una coppiadi numeri reali (x.y).
Lo stesso punto puo essere individuato da una coppiadi numeri redi (p,3), dove p >0 eladi-

stanzadi PdaO e 9 e I’angolo formato dal semiasse positivo delle X con lasemiretta OP, misura-
to in verso antiorario:

J lr

pg\

Figura 3.5

Lacoppia (p,3) prendeil nomedi coordinate polari del punto P: p & detto moduloe §
I’anomalia di P (cfr. Figura 3.5).
Lerelazioni trale coordinate cartesiane e le coordinate polari sono:
X=pcCosS ; y=psenS

da cui
p=yx+y’
e
g8 = y
X
se x=0 ,mentresex =0s hache 3 =— oppure 8 =—n secondo che y>0 oppure y<0

3.2.3 Cambiamenti del sistema di riferimento

Vediamo, ora cosa accade se si passa da s.d.r. orto- 4 *
gonale cartesiano XOy a sdr. cartesano ortogondle | P
X0y : y y'
1° caso : traslazione ) { o' X g
Il sdr.xOy ha ass pardldi ad %0y ma >
O =O' (cfr Figura3.6). O Y X

Figura 3.6
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Preso un punto P sul piano e dette (x,y) , (x’,y’) le sue coordinate rispetto ai due riferimenti con-
Siderati s ha:

{ii );_?) ,dove (a,b) sono le coordinate di O in XO .

2° caso : rotazione

Il sd.r.x'OV" ha origine comune ad XOV e I’asse X forma un angolo o (misurato in
senso antiorario) con I’asse X (cfr Figura 3.7).

A Preso un punto P di coordinate (x,y) ed
¥ (x’,y’) rispettivamente nel due s.d.r. , ci
proponiamo di determinare il legame che
intercorre fra le coordinate. Introducendo
le coordinate polari di P nei due riferimen-
ti, sano (p,3) e (p',9') rispettivamente,

=

P osserviamoche p'=p € 9'=3 —-a.
X'= p c0oSY'
g Poiche | P
p 9 X y'=p send
s ha

X'= Xcosa + Yy seno

a :

3 y'= ycosa — XSsena

0=0 X E da queste lasciamo che il lettore ricavi

_ quelle inverse.
Figura3.7

3° caso : caso generale (roto-traslazione)

A Preso un punto P (cfr Figura 3.8), combinando
7. le formule dei due casi precedenti, le relazioni che

legano le coordinate (x,y) rispetto ad xOy dle
coordinate (x,y’) rispetto ad X'Oy' sono:

X'=(x—a)cosa + (y—b) sena
{y'z (y—b)cosa — (x—a) sena.

Figura 3.8
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3.3 Laretta

In un s.d.r. cartesiano ortogonal e sia assegnata una retta r. Proveremo che un punto P = (x,y) ap-
partiene ad r se e solo se le sue coordinate soddisfano un’equazione lineare in X ed y del seguente
tipo:

(3. ax+by+c=0 con a, b, ¢ numeri reali,
detta equazione dellarettain forma implicita.

Nel caso in cui la retta € parallela all’asse X, i suoi punti sono caratterizzati dall’avere la stessa
ordinata, siaquestak ; pertanto laretta € individuata analiticamente dall’equazione y = k.

In maniera analoga se la retta € parallela all’asse yi suoi punti sono caratterizzati dall’avere la
stessa ascissa, Siaquesta h ; pertanto laretta € individuata analiticamente dall’equazione x = h.

Nel caso in cui r e obliqua (ovvero non e paralela a nessuno dei due assi coordinati) siano
P =(x,Y,) e P, =(X,,Y,) duesuoi punti:

A
Yy
P
Y2 r
P

y

Y1 P]_ Q Ql

-1
@) X1 X Xo :

X
Figura3.9

Se P=(x,y)er dalasimilitudinede triangoli P,QOP e PQ,P, risulta
X=X _ Y-V
X=X Yo=Y

(3.2)

dacui
(yz - y1)x+(X1_ Xz)y+ XY — XY, = 0.
Alloraseindichiamo con a=(y,-VY,), b=(x,—X%,), c=XY, —XY,, le coordinate del punto
P soddisfano I’equazione ax+by+c=0.

Viceversa sia P=(X,y) tade che

ax+by+c=0 equindi y:‘a’;_c. ;
Proviamo che P appartiene ala retta e /
r (cfr Figura 3.10).

Se per assurdo P non appartenesse ad r,
consideriamo il punto Q er, avente la

stessa ascissa X di P: O

v

X

Xl

Figura3.10
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Ovviamente P = Q. Poiché Q er le sue coordinate soddisfano I’equazione ax+by+c=0 da
cui essendo X I’ascissa di Q ricaviamo

aXx+by+c=0 < y=

(ordinatadi Q)

per cui Q = (Y,Lk_)a)_() . Confrontando le coordinatedi Pe Q siha P=Q: assurdo!

L assurdo e nato dall’avere assunto che P non appartiene alarettar.

La (3.2) prende il nome di equazione della retta per due punti. Inoltre dall’equazione (3.1), se
b+ 0, ricaviamo
a_ ¢

=—— X —-——
Y="%" 7%

e ponendo mz—g ed n:—% otteniamo
(3.3 y=mx+n , equazione dellarettain forma esplicita.

OSSERVAZIONE. La (3.3) non puo rappresentare una retta parallela all’asse y . Inoltre se laretta pas-
saper O dovraessere c=0.

ESEMPIO
Scrivere I’equazione della retta passante per i punti A=(-12) e B=(3-2); dala formula

(3.2) s ha

X_+1: y-2 = XL1=L2 & X+1l=-y+2 < X+y-1=0
3+1 -2-2 4 -4

& y=—-x+1; graficamente:

v

i

Figura3.11

3.3.1 Coefficiente angolare

Sia assegnata una retta r non parallela all’asse yesiano P, =(X,Y,), P, =(X,,Y,) eP; =(X;,¥;)
tre punti distinti di tale retta (cfr Figura 3.12):
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. A
) P
V2 r
Ya P a Q>
Y1 3 o) Q:
/ a [
e} X1 X3 X2 X
Figura3.12

Dai teoremi di similitudine dei triangoli rettangoli BQ,P,, BQPR, e PQ,P, risultache

Yo Wi — Ys— Y1 — Ys— Y
X, =% X3 =X X3 — X,
dacui il calcolo del numero m= Yo N non dipende dalla coppia di punti scelti sur.
X; =%
Tale numero si chiamaiil coefficiente angolare dellarettar e rappresenta (vedi Figura 3.12), per
unanota proprietadei triangoli rettangoli, la tangente trigonometrica dell’angolo a che la retta for-
ma con I’asse X, quindi “misura” la pendenza della retta rispetto all’asse. Se la retta r ha equazione

ax+by+c=0 é facile verificare che m= —% da cui I’equazione esplicita puo essere scritta :

y=mx+q con q=—% :

Osserviamo che se la retta e parallela all’asse X il suo coefficiente angolare vale zero, mentre
non ha senso calcolare il coefficiente angolare di una retta parallela all’asse y.

3.3.2 Intersezione tra due rette

Siano assegnateduerette r: ax+by+c=0 eds: a'x+b'y+c'=0.
Un punto P=(X,y) appartiene ale due rette se le sue coordinate soddisfano le equazioni di en-

ax+by+c=0

trambe, ovvero seil sistema { ammette soluzioni le due rette s intersecano. Per-

ax+by+c=0
tanto, s ha:
e seab-a'b=0 (vd. Teoremadi Cramer) il sistema considerato anmette una ed una sola so-
luzione, ne segue che le due rette sono incidenti in un punto le cui
coordinate (x,y) sono la soluzione del nostro sistema;

al 1 aX+by=—C

e Seinvece ab-a'b=0 < —=—=p =0 ilsstemadiviene c
a b ax+by=—-—

' p

dacui avremo infinite soluzioni se —=p oppure nessuna soluzione
c

se C . p (vd. Teoremadi Rouché - Capelli).
c

Poiché geometricamente due rette si dicono parallele se non hanno acun punto a comune o se
sono coincidenti, risulta evidente che le rette sono parallele nel caso in cui
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a

cioe se hanno |o stesso coefficiente angolare.
ax+by+c=0 edil punto P,

Assegnata, infine, larettar :
passante per P, eparallelaadr é:

Capitolo 111

=(Xy:Yo) » I'equazione dellaretta

a(x - Xo) +b(y - yo) =0.

3.3.3 Rette perpendicolari

Nel piano, riferito ad un s.d.r., sSiano assegnate due rette r, s ortogonali fra loro (cfr Figura

3.13).

Diciamo 9 e3' rispettivamente gli angoli che le

retter ed sformano con I’asse X.
Risulta

9'+(n —8)+%:n
(la somma degli angoli interni di un qualsiasi trian-

golo vale © ), da cui 8'=8—%. Ricordando che

tgd '=m' (coefficiente angolare di ) e tgb =m
9 / Figura3.13 \ (coefficiente angolaredi r) , si hache:
: S s sind cos™ —cosd sin ™
g0 = sno"' 2) 2 2 _cosbh 1

cosH’ cos e—l cose)cosz+sinesinE
2 2 2

1
sind tgo m

eviceversa.
Da cio la condizione analitica di perpendicolarita tra due rette di coefficienti angolari m ed m'
e m'= 1 ovwero m'‘m=-1.
m

Assegnata, infine, laretta r: ax+by+c=0 edil punto P,

perpendicolare ad r ha equazione:

=(X,,Y,) laretta passante per F, e

b(X_Xo)_a(y_ yo) =0.

3.3.4 Distanza punto - retta

Consideriamo, ora, nel nostro sistemadi rife-
ax+by+c=0 ed un punto N

rimento unaretta r :
Py = (X, Y,) (cfr Figura3.14).
Se PRyer, per convenzione s

pone
d(R,,r)=0;se P, ¢r,conduciamo da PF,laretta

=l

d(Po.r)

perpendicolare ad r e sia Q il punto di intersezio- o)

nefraleduerette: d(R,,r) =d(F,,Q).

Figura3.14
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Laseguente formula ci permette di calcolarein ogni caso ladistanzadi P, dar:
_|ax, +by, +¢

R

ESEMPI

a. Cadcolareladistanzaed il punto medio frai punti A=-3; B=5.
Risultache d(AB)=|-3-5=|-8=8 eche B, =5%3:1.

. Cadlcolareladistanzaed il punto medio frai punti A=(-1-2); B=(37).

Risultache d(AB)=+/(3+1)%+(7+2)? =/16+81=+/97

mentre P, =(3;1,7;2j=(1,§j.

2 2 2

Determinareil coefficiente angolare dellaretta passante per i punti A=(-12), B=(-31).
1-2 -1 1

Risultache m= =——=
-3+1 -2 2

Determinare un’equazione per laretta passante per i punti  A=(1,2)eB=(24).
Risuta Y=2-X=1 o ¥Y=2_, 4 o y-2=2(x-1) < y=2x.
4-2 2-1 2

Determinare un’equazione per la retta passante per il punto A= (2,—3) e coefficiente angolare

m:g.L’equazionerichiestaé y+3:g(x—2) & y:gx—6.

Determinareil coefficiente angolare delle seguenti rette: r: x+2y—1=0 ed s:2x+3y-1=0.
Si harispettivamenteche: m, :—% , my :—é.

Dire se le seguenti rette sono parallele: r:x+y+1=0, s:2x+2y+1=0

Le due rette sono distinte e parallele essendo i loro coefficienti angolari entrambi paria -1 e
CI

—#2.

c

. Scrivere I’equazione della retta passante per A= (1,-2)eparallelaalarettar:2x+3y—-3=0.
Siha 2(x-)+3(y+2)=0 < 2x+3y+4=0.

Scrivere I’equazione della retta passante per A=(-12)e perpendicolare adla retta
r:2x+y-1=0.
Risultache (x+1)-2(y-2)=0 < x-2y+5=0.
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J. Cadcolareladistanzadel punto Py =(11) dalaretta r:y—-x+1=0.

. -1+1-1 1
S ha d(P,,r =|—=—.

(Fy.r) 1
3.4 Coniche

Le curva piane rappresentabili da equazioni di secondo grado in x ed y del tipo:

(3.4) a:LlXZ+2312Xy+azzy2+a13x+azsy+ass =0, a; eR
si dicono coniche.
Allaconicadefinitadalla(3.4) e associatalamatrice quadrata (simmetrica)

& &, A
M = a, Qady, djy|,
;3 dy ag

laconicas dice singolare (o0 degenere) se detM = 0, altrimenti si dice non singolare (o non degene-
re).
Le coniche non singolari sono suddivisein : elissi, iperboli o parabole; precisamente, detto
A, = a;

a12 a22

se accade che:
a) detA,>0 ed a,-detM <0 = laconicaé un’ellisse.

b) detA,; <0 = laconicae un’iperbole.
c) detA,=0 = laconicae unaparabola

In seguito ritorneremo piu in dettaglio sui luoghi geometrici introdotti tramite tale classificazio-
ne (affine). Dallo schema precedente resta escluso il caso det A, >0 ed a,-detM >0; inta

caso I’equazione (3.4) rappresenta I’insieme vuoto, ad esempio I’equazione: x*+ y*+1=0 non &
soddisfatta da alcun punto del piano coordinato

ESEMPI
Eseguire |la classificazione delle seguenti coniche:

A) X*+3xy+2y*+1=0
B) x*—-3xy+2y*=0
C) X*+2xy+y’+y-1=0.

1 3\2
: 1 3\2 9 1
Risultaper A): M =3\2 2 = det ed = =2-"=_=
Per ) o o 1 A & ‘3\2 2‘ 4 4

quindi laconicaA) é un’iperbole.
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1 -3\2
RisultaperB): M =-3\2 2 =0
0 0

quindi la conica B) €& degenere (in effetti e spezzata nelle due rette di equazioni
x=y ed x=2y).

1 1 0
1
RisultaperC): M=|1 1 1\2=-5\4 ed A“:‘l il:o
0 1\2 -1
quindi laconicaC) & una parabola.

3.4.1 Circonferenza

A Fissato un punto R e ed un numero reale r>0, la cir-

" conferenza I" di centro P, eraggior €il luogo geometrico dei

Yo r punti del pianor la cui distanza daP, vale r. Introdotto su ©
un s.d.r., dette (x,,Y,) le coordinate di P,, un punto P di co-

\ _ordinate (x, y) appartienea I se e solo se:

O ~— X d(R,P)=r & (x=%) +(y=¥,)" =r".

L’equazione cosi determinata si chiama equazione cartesiana
dellacirconferenzadi centro P, = (X,,Y,)eraggior.

Dalla suddetta equazione, sviluppando i quadrati, otteniamo:

Figura3.15

X%+ Yy = 2X X =2y, Y+ X+ Yo —r? =0
ed anche
(3.5) X*+y?’ +ax+py+y =0 dove a=-2X,,P =-2Y,,y =X +y;-r°.
L’equazione (3.5) édedl tipo (3.4).
Chiediamoci ora, se un’equazione del tipo (3.5) rappresenta sempre una circonferenza.
L’equazione (3.5), tramite il completamento del quadrati, diviene:

a) [y B) o’ B°_
(x+2j +(y+2j =t

Tale equazione rappresenta:

az BZ
1. @ (insiemevuoto) se T+T_y <0

2 2
2. il punto (_E’_Ej se 0L—+B——y:0
2 4

2 4
2 2 2 2
3. lacirconferenzadi centro —g,—ﬁ eraggio r= OL—+B——y se O(—+B——y > 0.
2 2 4 4 4 4
(XZ BZ

Pertanto I’equazione (3.5) rappresenta una circonferenza se e solo se T + e -y >0.
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ESEMPIO
L’equazione x>+ y® —2x+ y—2=0 rappresenta unacirconferenza?

2 2 92 2
Risulta che Ot—+B——y:ﬂ+g+2:1+l+2:z>0
4 4 4 4 4 4

pertanto I’equazione rappresenta la circonferenzadi centro C=(1,-1/2) eraggio r :77.

3.4.2 Circonferenza eretta
Assegnate sul piano © unacirconferenza I ed unaretta s puo accadere che:
I. circonferenzaerettas intersecano in due punti distinti: sono dette secanti

Il1. circonferenzae rettas intersecano in due punti coincidenti: sono dette tangenti
[11. circonferenzae retta non S intersecano : sono dette esterne

retta secante

retta tanaente

Figura 3.16 Retta e circonferenza.

Determiniamo la condizione analitica per cui I" ed s sono secanti, tangenti 0 esterne. Introdotto
un s.d.r. e considerate le equazioni rispettivamentedi I ed s:
(I): X*+y +ox+Py+y =0
(s): ax+by+c=0
il problema di determinare gli eventuali punti acomune fra I ed s e ricondotto alla risoluzione
del seguente sistema:
x>+ y? +ax+py+y =0
ax+by+c=0 ’

tale sistema si puo risolvere per sostituzione, ad esempio se a= 0 ricaviamo dalla seconda e-
—by-c
a

che sostituito nella prima equazione ci da:

2
(—by—cj +y2+a(—b);—cj+ﬁy+yzo;

guazioneXx =

a
I’equazione cosi ottenuta, detta risolvente, € un’equazione di secondo grado in y, quindi ammet-
te 0 meno soluzioni secondo il segno di A, pertanto:

i) se A>0 = I’equazione risolvente ha due soluzioni distinte in corrispondenza delle quali il
sistema ammette due soluzioni disgtinte: T" ed ssono secanti;
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i) eA=0 =

55

I’equazione risolvente ha due soluzioni coincidenti in corrispondenza delle quali

il sistema ammette due soluzioni coincidenti: I" ed s sono tangenti;

iii)se A<0 =
I' ed ssono esterne.

3.4.3 Rette tangenti ad una circonferenza

I’equazione risolvente non ha soluzioni quindi il sistema non ammette soluzioni

e Daun punto B della circonferenza una sola tangente (due coincidenti)
e Daun punto esterno A esistono due rette tangenti
e Daun punto interno nessunaretta (reale) tangente

Figura 3.17 Rette tangenti ad una circonferenza.

3.4.4 Ellisse

Assegnati sul piano © due punti distinti F, ed F,, ed il numeroreale a> 0, si chiama ellisse E
di fuochi F, ed F, il luogo geometrico del punti di = la cui somma delle distanzeda F, ed F, val-

»

a0\ (c0) o ©0 Jao x

(0-b)

Figura3.18

»

ga 2a.
Fissiamo su = un s.d.r. in modo tale che
I’asse Xpassi per i due fuochi e I’asse y coin-

cida con I’asse del segmento F,F,. Con tae
scelta se F,=(c,0) (a>c>0) dlora sara
F, =(-¢0);

un punto del piano P=(X,y) €E se e solo
se d(P,F,)+d(P,F,)=2a , ovvero

\/(x—c)2+y2+\/(x+c:)2+y2 =2a.
Taerelazione, posto b=+a®*-c* divie

XZ 2

_2+y_2 =1
a~ b _ _
equazione canonica dell’ellisse.

ne:

Osserviamo che I’ellisse considerata interseca gli assi cartesiani nei punti (+a,0) , (0,xb)
che sono detti vertici dell’ellisse; inoltre € evidente che a>b da cui il nome per a di semiasse mag-

giore e per b di semiasse minore.
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DEFINIZIONE. Si chiama eccentricita dell’ellisse la quantita e=—<1.
a

Essa, in un certo senso, misura la differenza dei semiassi, e quindi di quanto I’ellisse si differen-
zia dall’essere una circonferenza, infattise e=0 = c¢=0 = a=b ovvero|’ellisse siriduce

alla circonferenza di centro I’origine e raggio a.

3.4.5 Iperbole

Assegnati sul piano n due punti distinti F ed F, ed il numerorede a>0, si chiamaiper-
bole I di fuochi F, ed F, il luogo geometrico dei punti di = la cui differenza in valore assoluto
delledistanzeda F, ed F, valga 2a.

Fissamo su = un s.d.r. in modo tale che
I’asse X passi per i due fuochi e I’asse
ycoincida con I’asse del segmento F,F,.
Contalesceltase F, =(c,0) (c>a>0) a-
lorasara F, =(—c,0) ed un punto del piano
P=(x,y)eE se e solo se
|d(P,F,)—-d(P,F,) |= 2a, ovvero

v

‘\/(x—c)z T y? —Af(x+0)% +y?|=2a.
Ponendo b=+c?-a® tale relazione
_ diviene:
Figura 3.19 ) 5
Xy
A

equazione canonica dell’iperbole.
L’iperbole considerata interseca I’asse X cartesiani nel punti (+a,0) che sono detti vertici

dell’iperbole, mentre non interseca I’asse y. Lerette di equazione y = J_rEx si dicono asintoti.
a

L’iperbole che ha come asintoti gli assi cartesiani si chiama iperbole equilatera, la sua equazio-
neexy=Kk.

3.4.6 Parabola

Assegnati sul piano © unarettad (direttrice) ed un punto
F (fuoco) s chiama parabolaP di fuoco F e direttrice d il 2a
luogo geometrico dei punti del piano equidistanti da F e da
d.

Laretta ortogonale allaretta d e passante per F si chiama
asse della parabola.

Se scegliamo su 7 un s.d.r. in maniera tale che I’asse del-
la parabola sia parallelo all’asse y; avremo che un punto

P =(x,y)appartienea P seesolose d(P,F)=d(P,d); da
guesta rel azione otteniamo

Figura3.20
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y=ax’+bx+c equazione canonica della parabola;

i coefficienti a, b, ¢ di tale equazione sono legati al fuoco ed aladirettrice d dalle formule:
- [_3 iw]

2a 4a 4a
d- _ 1 b*-4ac
' da da

Si chiama vertice della parabolail punto V di intersezione della parabola con il suo asse, erisulta:
2
V= _3’4ac—b _
2a 4da

Osserviamo che la con-

cavita della parabola sara a>0 a<0
rivolta verso I’alto o verso s
il basso secondo che a sia A

rispettivamente maggiore o

minore di zero /

6 g7 ast gEAEE Ge deEaA

Figura 3.21 Vari tipi di concavita

ESEMPI

a Determinare  I’equazione  della  circonferenza  passante  per i tre  punti
A=(01);B=(-10);C=(21.

2 2
L’equazione della generica circonferenza di centro (—%,—%) e raggio OL—+BT—3( e
X*+y? +ax+py+y =0;
imponendo che tale circonferenza passi per Arisulta: 1+p +y =0;
ana ogamente, imponendo il passaggio per B e C si ottiene rispettivamente:
l-a+y=0;20+B+5=0
pertanto o, 3 ey sono soluzioni del sistemalineare

1+B+y =0 o=-2
l-a+y=0 S B=2
200+B+y+5=0 Yy =-3

pertanto la circonferenza voluta avra equazione: x* +y> —2x+2y-3=0.



58

Capitolo 111

Determinare I’equazione della circonferenza di centro C=(11) e tangente ala retta
r:2x—-y+1=0.

Dall’eguaglianza (—%,—%} =(11) < a=-2epf=-2

affinché la circonferenza siatangente ad r € sufficiente che

a.? 2 2-1+1 4
d(C,r): T+BT_Y P %:wﬂ—y = EZ(Z—Y) Ry 'Y=2_

La circonferenza e rappresentata dall’equazione

ol b
glo

X +y? —2x—2y—§:0.

Trale equazioni che seguono individuare quelle che rappresentano una circonferenza e determi-
nare centro e raggio:

) X*+y?—2x-2y+1=0
i) x> +y?+3x—4y-2=0
i) 2x*+y*-1=0
iv) 2x*+2y* =4,

2 2
Lai) rappresenta una circonferenzain quanto OLT + BT -y =1+1-1=1>0 e precisamen-

te elacirconferenzadi centro (1,1) eraggiol;
Laiii) non rappresenta una circonferenza, in quanto sono differenti i coefficienti di x*> edi y?.
Lasciamo alo studente larisoluzionedi ii) edi iv).

Determinare I’equazione dell’ellisse di fuochi F, =(-10) , F, =(3,0) ecostante 2a=4.

2 2
L’equazione cercata & del tipo X_2+§:1 dove azgzz e b’=a’-c*=4-1=3.
a

2 2
Ne segue che I’ellisse ha equazione XI + y? =1

2 2
Determinarei fuochi ed i vertici della seguente ellisse: )1(_6+y_:1

Risulta a®*=16,b’=9 = i vertici sono i punti  (+4,0), (0,£3) ; inoltre essendo
c?=a?-b?> = c?=7,pertantoi fuochi sonoi punti F, =(~/7,0) F,=(-7.,0).

Determinare I’equazione della parabola con asse parallelo all’asse y, di vertice V = (1,0) e pas-
sante per il punto P =(01).

L a parabola cercata ha equazione del tipo y = ax® + bx+c;

imponendo il passaggioper P=(0,1) = c=1; dall’eguaglianza

b=-2 =1
(—2,—Aj =(10) < X DT (si etenuto conto che c=1)
a b —-4ac=0 b=-2

si hache la parabolarichiesta ha equazione y = x* — 2x+1.
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g. Scriverele equazioni delle rette passanti per P =(2,5) etangenti a I': x* + y*> = 4.
Lagenericarettapassante per P =(2,5) haequazione s:a(x—2)+b(y-5)=0;
lacirconferenza I hacentroin C =(0,0) eraggio r =2.

Affinché ssiatangentea I" é sufficiente che

|- 2a—5h|

Ja? +b?
b=0 b-0

2a’+20ab+23b*=0 < { o U Z(EJZ+ZO(EJ+23:0
a= b b

d(sC)=r < =2 < 4a’+25b*+20ab=2a’+2b° <

a -10+4100-46 -10+3/6 a=-10+3/6
b 2 -2 Q{ b=2
lerette cercate sono :

s, 1 (-10-3V6)(x—-2) + 2(y—5) =0

S,: (—10+3\/6)(x—2)+2(y—5) =0.

h. Determinareleintersezioni fra r:y=2x-1 e P:y=-x*+2x+3.
Occorrerisolvereil seguente sistema:

y=2x-1 y=2x-1 y=2x-1 X=2 X=-2
) = 5 = ) = U
y=-X"+2x+3 2X—-1=—-X"+2x+3 X =4 y=3 y=-5
larettar intersecalaparabola P nei punti A=(2,3)eB=(-25).

i. Assegnatalacirconferenza I': x> +y* =3 elaretta r:kx+y-1=0 , determinare k € R af-
finchér siasecantel.
x> +y*=3 . . . L
; le eventuali soluzioni rappresentano i punti di interse-

Consideriamo il sistema
kx+y+1=0

zionetrare I'.
L’equazione risolvente il sistema e :

x*+(1-kx)>*-3=0 il cui A=k®+2(1+k?*)=3k*+2
e sicuramente sempre positivo. Pertanto r e secante T' qualunque ke R .
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Capitolo 4. Funzioni reali

4.1 Generalita

Siadatouninseme X cR, X #®

DEFINIZIONE. Una funzione f su X a valori inR( f : X - R) € una legge che ad ogni elemento
X e X associa un solo numeroreale f(x).

ESEMPIO

f(x) = 1 elafunzione che ad ogni xe X =R—-{0} associail suo reciproco.
X

L’insieme X si chiama dominio o insieme di definizione di f (x), mentre si chiama codominio o
immaginedi f il sottoinsieme di R costituito dai valori assunti da f (x) a variaredi xe X:
f(X)={f(x):xe X}cR.
Lefunzioni s distinguonoin:

e razionali algebriche se le operazioni che le definiscono sono quelle elementari ovvero somma
differenza, prodotto e quoto;

ESEMPIO
2x% -1
X

e irrazionali algebriche se tra le operazioni che le definiscono figura un’espressione di radice al-
gebrica (o potenza ad esponente frazionario);

f(x) =

:X=R-{0}>R;

ESEMPIO
f(x)= 2X—3_1:X :{XERZX<O,X21};
X 2
e egponenzali setrale operazioni che li definiscono figura un elevamento a potenza ;

ESEMPIO
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= logaritmiche setrale operazioni che e definiscono figura I’operazione di logaritmo;

ESEMPIO
2x+1 1
f(x)=lo X =<XxeR:X>-=,x#0;;
R
e trigonometriche setrale operazioni che vi figurano ci sono quelle trigonometriche;

ESEMPIO
f(X)=sin2x—cos2x: X =R.

Naturalmente una funzione puO essere contemporaneamente di piu tipi, ad esempio
f(x) =/sen(logx) & unafunzioneirrazionale algebrica, logaritmica e trigonometrica.
Osserviamo che quando s assegna unafunzione, si stabilisce unalegge di definizione, ma biso-
gnacalcolare il dominio, dando senso ale operazioni che figurano in tale legge.
Indichiamo di seguito le limitazioni da imporre per determinare il dominio rispetto alle opera-
zioni usuali:
» |’operazione di divisione richiede che il divisore siadiverso da zero;
e |’elevamento a potenza reale vuole la base positiva ;
e il calcolo del logaritmo richiede I’argomento positivo e la base positiva e diversa da uno;
e [|’estrazione di radice di indice pari vuole il radicando maggiore o uguale a zero, mentre quella di
indice dispari € definita qualunque siail segno del suo radicando.

DEFINIZIONE. Una funzone f(x):X >R s dice pari (dispari) se f(-x)=1(x)
[f(=x)=-f(X)] vxeX.

DEFINIZIONE. Una funzione f(x):X >R s dice periodica di periodo T se
f(x+T)=f(x), Vxe X.

ESEMPI

o f(x)=[x epaiinfatti f(-x)=|-X=[x=f(x);

o f(x)=x edispari,infatti f(-x)=(x)=-x>=-f(x).

o f(x)=sinx eunafunzione periodicadi periodo T =2r essendo sin(x+2r)=sinx, VxeR.

Notiamo che una funzione puod essere pari o dispari oppure nessuno dei duetipi.
4.1.1 Grafico

Saf:X>RXcR,X#0.

DEFINIZIONE. S chiama grafico della funzione f (x) il sottoinsiemedi R x R definito da:
G, ={(x,y)eRxR:xe X,y=f(x)}
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v

=f(¥
F(X) /
0T x
Figura4.1
ESEMPI
= _ A
y y
2
> 0 —>
213/ 0| X X

Figura 4.3 Grafico di f(x) = |x].

Figura4.2 Grafico di f(x) = 3x+2.

Osserviamo, infine, che il grafico di una funzione pari (dispari) € simmetrico rispetto all’asse y

(all’origine).

ESEMPI
_ A
3

=—+1
Y 2

[
\

v

i

Figura4.4 (a) éil grafico di unafunzione pari, (b) il grafico di unafunzione dispari.



64 Capitolo IV

4.2 1 ssimboli —0 e 4+

Introduciamo i simboli +© e —oo con le seguenti proprieta (tale algebra trovera applicazione
nel calcolo dei limiti):

e VYaeR,—-w<a<+ow
e VYaeR,atow=1w

. VaeR—{O},a-+oo:{_

e +oo+(to0) = +o0
e +o0-(t0)=+40w; Fo0-(Fo)=-00

. VaeR -2*-0

+o0

. ‘v’aeR—{O},%:oo.

43 Intervallidi R
Siano aebeR, a<h.

DEFINIZIONI.
S chiama intervallo aperto (chiuso) di estremi aeb, elo s denota con Ja,b[ ([a,b]) il sottoin-
semedi R definitoda:

Jabj={xeR:a<x<b} ([ab]={xeR:a<x<b}).

Ovviamente, I’intervallo aperto (chiuso) sulla retta rappresenta il segmento di estremi esclusi
(inclusi) aeb.

e S chiamaintervallo aperto a sinistra (destra) di estremi a e b I’insieme:
Jab]={xeR:a<x<b} ((ab={xeR:a<x<b}).
e S chiama intervallo non limitato a destra (sinistra) uno del due seguenti insiemi :

Ja,+oo[={xeR:x>a} ([a,+oo[: {xeR:x> a})
(]—oo,a[z {xeR:x<a} (]—oo,a]Z{XERZXS a}))

Infine, si conviene che R=]—o0,+o[ e con il simbolo (a,b) intenderemo un intervallo qualsiasi
limitato oppure non limitato.
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4.4 Funzioni limitate
Siadataunafunzione f: X >R, XcR, X =D .
DEFINIZIONE. S dice chef élimitata superiormente (inferiormente) se
dkeR: f(X)<k Vxe X (FheR: f(x)>hVxe X).

Il numero k (h) si chiama un maggiorante (minorante) di f(x) ed ovviamente non € unico, infatti
se k'>k (h'<h) dlora k' €un maggiorante (h' € un minorante).

ESEMPIO
1
f(x)= X =R = |oo,40m| ;
risulta 0< 1 ! ><1 VXe }oo,+oo[ , pertanto 0 € un minorante, 1 € un maggiorante.
+ X

DEFINIZIONE. S dice che f (X) non & limitata superiormente (inferiormente) se Ak maggiorante (h
minorante) di f (x), owero

vkeR 3xe X: f(X)>k (YheR 3xe X : f(x) <h).
Ad esempio lafunzione f(x) = x non & limitata né superiormente né inferiormente.

DEFINIZIONE. Una funzione limitata superiormente ed inferiormente si dice limitata.

OssERVAZIONE. Una funzione potrebbe essere limitata superiormente e non inferiormente o vice-
versa, limitata sia superiormente che inferiormente ed, infine, non limitata inferiormente e supe-
riormente.

DEFINIZIONE. Se M éun maggiorante per f(x) (f(X)<M Vxe X)edinoltre Ix € X: f(x)=M
alloraM s dice MASSIMO di f(x) (max f(x)).

Osserviamo che il massimo (se esiste) )((‘e unico.
Anaogamente, diremo che m € MINIMO di f(X) (minxf (x)j, se m € un minorante

(m< f(x) vxe X) ed inoltre 3x, € X : f(x,)=m.

Ancheil minimo, se esiste, € unico.

ESEMPIO

Sia f(x) = —

1+ X
Poiché 1= f(0) >

S X = ]—oo,+oo[,

T vxe oo = 1=max f(x);
+X
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mentre f(x) non ha minimo perché se fosse | =min f(x)>0, | < vxeR avremmo

X2

1 1 . .
NG +1£|— VxeR= x° sl——l VX e R che ovviamente & assurdo.

4.4.1 Esistenza dell’estremo superiore (inferiore)
Sia f(x): X — R limitata superiormente (inferiormente), si prova che esiste un unico numero

reaelL (l) taleche:

(1)f(X)SLVXEX; j 19 < f(X) Vxe X;
2)ve >03Ixe X: f(X)>L—¢ 2)We >03Ixe X: f(x)<l+e )

Tale numero L (I) s chiama estremo superiore ( estremo inferiore) di f(x) e lo si indica con
sup f(X) (inf f(x)); ovviamente L (1) € un maggiorante (minorante) ed € il piu piccolo dei mag-
X X

gioranti (il piu grande dei minoranti).

Se f(x)non é limitata superiormente (inferiormente) per definizione poniamo sup f (X) =+
X

(inf f(x) :—oo).
X
OSSERVAZIONE. Se M =max f(X) = sup f(X) M =max f (X) = sup f(X), mentre f(x) potrebbe
X X X X
essere limitata superiormente e non avere massimo. Anaoghe considerazioni per il minimo.

ESEMPI

e Sia f(x)= 12:]—oo,+oo[—)]R;
1+x

risultal=sup f (x) inquanto 1=max f (x), mentre 0=inf f(X), infatti :

1) 0< VX e ]—oo,+oo[

1+ x2

2’) fissato ¢ > 0 consideriamo la disequazione:

1 1 1 VXxeRse g¢>1
~<g & 1+xX°>=2 & xX*>--1 < vVx#z0se =1

1+x € € 1
|x|>1/——1 se O<g<l
€

quindi in ogni caso e possibile determinare X e R :

<g,

1+ X
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- Sia f(X)=x*:]-o0,40[ > R; risulta 0= f(0) < X* VX €]—o0,+o pertanto
O=min f(x) =inf f(x); invece f(x) non & limitata superiormente infatti preso Vk e R ladi-
sequazione x* > k ammette infinite soluzioni , quindi sup f (X) = +o.

OSSERVAZIONE. Le definizioni di funzione limitata superiormente /o inferiormente, di massimo e
di minimo, di estremo superiore ed inferiore sono strettamente legate a quelle introdotte nel paragra-
fo 1.8 del Capitolo 1, riguardante gli insiemi limitati, infatti si ottengono da quelle riferendosi al
condominio di f(x).

4.5 Funzione composta
Siano f(x):(a,b) >R e g(y):(c,d) >R ; se codg c (c,d) epossibile definire lafunzione
F:(a,b) > R conlalegge F(x)=g(f(x)).

La funzione F(x)s dice composta dale funzioni f(x) e g(x) e s suole denotare con

(g° F)(¥).

ESEMPIO
Siano f(x)=x*:R—>R e g(y)=cosy:R—>R,
poiché codf = [O, +oo[g R e lecito considerare la  funzione  composta
F(X)=g(f(x)=(cosx’):R—>R.

OSSERVAZIONE. Se € possibile considerare go f ed fog, in generale go f = fog; infatti
nell’esempio precedente (g o f)(x) = (cosx)? # cosx”.

4.6 Funzioni monotone
Sia f(X):(a,b) > R;

DEFINIZIONI.
e f(x) s dice crescente ( decrescente) in (a,b) se

VX, X, € (@), x <X, = F(x) < F(x)  (F(x,) < f(x))

e f(X) s dice non decrescente ( non crescente) in (a,b) se:
VX, X, € (a,b), %, <%, = (%)< F(x,) (f(x,)< f(x)).

ESEMPI
e f(X)=x*+1crescein R; infatti
0<x <X X <X o f(x)=1+x2<1l+x5=1f(X,);

. f(x):ldecr&scein]R*,infattise0<x1<x2 = f(x2)=i<i:f(x1).
X X

2
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Una funzione costante & al tempo stesso non crescente e non decrescente, cosi una funzione non
@ detto che sia crescente o decrescente nel suo insieme di definizione; ad esempio f(x) = x* +1 &
crescentein [0,4+co[ ma e decrescentein |- 0,0].

Unafunzione del tipo precedente sara detta “monotona”.

OSSERVAZIONE. Vedremo in seguito come e possibile riconoscere gli intervalli di monotonia di una
funzione (ovvero gli intervalli contenuti nell’insieme di definizione dove la funzione cresce (non
decresce) o0 decresce (non cresce)) a prescindere dalle definizioni date, che, nella maggior parte dei
casl non sono di facile verifica

4.7 Funzioneinvertibile
Sia f(x):(a,b) > R;
DEFINIZIONE. f(x) s diceinvertibilein (a,b) se Vy e codf (x) 3,xe (a,b): f(x)=y.

In tal caso e possibile definire g(y):codf - R taeche g(y)=x con x taleche f(x)=Yy.
Lafunzione g(y) s chiamalafunzioneinversa di f(x) elasi denotacon f *(y).

Osserviamo che se f(x) einvertibile, il condominio di f (x) divieneil dominiodi f *(y) evi-
ceversa.

ESEMPI

e Sa f(x)=+/xR; > R;risulta codf (x) =[0,+[ , allorase y e [0,+0[ I'equazione +/x =y
ammette come unica soluzione x = y* , pertanto f(x) € invertibile e la sua funzione inversa &
aly)=f(y)=y".

« Lafunzione f(x)=x*:R —R non & invertibile, infatti se y e codf (x) = [0,+c0[ , I’equazione
x? = y ammette due soluzioni x=+./y .

Teorema 4.1 S f(x):(a,b) > R é crescente (decrescente) allora f (x) € invertibile.

Dimostrazione: Sia y € codf (X) , se 3%,,X, e (8 b)tc. f(x)=f(x)=y = X =X, inquanto
dalla stretta monotoniadi f(x) sefosse x, # X, avremo f(x) # f(X,).

OSSERVAZIONE. Se f(x):(a,b) > R éinvertibile= (f )*=f ed f.f'=f". f=identita.

4.8 Limiti

Sia f(x): X >R , ex, R con la proprieta che in un qualunque intervalo che lo contiene &
possibile trovare almeno un punto di X diverso da (diremo in tal caso che x,& un punto di ac-
cumulazione per X ).
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DEFINIZIONE. La funzione f (x) si diceche convergead | e R al tenderedi xad x, es scrive
lim f(x) =1

X=Xy
Ve >035 >0:Vxe X —{x hIx—% k8 =] f(X) -l ke .

Osserviamo cheil calcolo del limite € indipendente dal valore che la funzione assume se definita
inx,.

DEFINIZIONE. La funzione f (x) s dicechedivergea +o (—«) al tenderedi xad X, es scrive
lim f(X) =40 (—)
X—Xo

Vk>038">0:Vxe X —{},Ix—x k8= f(x) >k
(Yh>038">0:Vxe X —{% h|X=% k8 "= f(x)<-h).

Osserviamo che nelle definizioni precedenti il 6 dipendeda ¢ oda k (h), ed inoltre il risultato
del limite, sia esso finito 0 meno, ci da I’idea del valore finito o infinitamente grande (piccolo) che
la funzione assume quando |a calcoliamo per x prossimo ad X, .

ESEMPI

T | . .1 : _ . : 1 N
e Salim—=+0w ; risulta lim— =+ , infatti fissato k>0 la disequazione —>k &
x>0 | X | x>0 | X | |x|

soddisfatta per [x| < % alora e sufficiente prendere § < % .

* Risultache lim(x-1)=1 infatti fissato & >0 la disequazione x-1-1 <& equivde a

[x—2 <&, pertanto sara sufficiente scegliere 5 <e .
Siaora f(x): X > R, X non limitato superiormente.

DEFINIZIONE. Diremo che f (x) converge ad | al tendere di x a + oo ed indicheremo
lim f(x)=1

X—>+00

Ve>036 >0:vxe X, x>38 =| f(X) -l ke.

DEFINIZIONE. Diremo che f (x) divergea +o (—) al tenderedi xa + o e scriveremo
l[im f(X) =40 (—x)
Vk>036"'>0:Vxe X, x>0 "'= f(X)>k
(Vh>038">0:Vxe X, x>0 '= f(xX)<-h).
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ESEMPI

e Risultache IimE:O infatti fissato ¢ >0Iadisequazione1>s e verificatada x<1 alora
X—>+0 X X €

sara sufficiente scegliere 6 < 1.
€

» Risultache lim x* =+ ; infatti fissato k > 0 la disequazione x* >k & soddisfatta da x tale

X—>+00

che X > vk quindi Iasserto seguira scegliendo & > vk .
Osserviamo cheil & dipende, anche in questo caso, da ¢ oppureda k (h) .

Infine, sia f (x): X > R, X non limitato inferiormente. Allora é possibile definireil
lim f(x)

X—>—00
potendo questo valere un numero oppure i simboli + o, con definizioni analoghe a quelle viste
in precedenza.

OSSERVAZIONE. Sia f(x): X —» R ; detto ﬁzRU{—oo,Jroo}, se x,eR (con x, punto di accumu-
lazione per X sex, € R 0, a secondo del limite considerato, X non limitato inf. o sup.) il lim f(X)
X—>Xg

potrebbe non esistere.

ESEMPIO

Alimsinx e Elimm.

X—>+00 x=>0 X

Vaeil seguente

Teorema 4.2 (Unicita del limite) Saf(x): X >R, X, eR (con X, punto di accumulazione per
X'se X, €R 0, a secondo del limite considerato, X non limitato inf. e/o sup.). Se esisteil lim f(x)
X—>Xg

€SS0 € unico.
Ad esempio proviamo che non é possibile che : Iimf(x)=1, e Ilimf(x)=I1, con
X—Xg

X—>Xg
l, =1, X101, eR.
Dimostrazione: Sia |, <1, ; scegliendo ¢ =1, -1, risultadalladefinizione di limite:
|f(x)—|1|<8E s |x-%|<3, ed |f(x)—|2|<% e |x—x|<8,;
aloraper |[x—x,| <& =min(3,,8,)
L=l = =1 =l =1+ £ ()= £ (0| =|(1, = FOQ)+(FO) 1) <[, = F[+[F ) —1y| =
|f(x)—|2|+|f(x)—ll|<%+%:s=I2—I1

In definitiva avremo provato che |, -1, <I, -1, : assurdo!
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Se x,eReé utile considerare anche i cosiddetti limite destro lim f(x) e limite sinistro

X—>Xg

lim f(x), ovvero studiamo il comportamento di f (x) quando ci avviciniamo ad X, per valori di X

X—>Xo

rispettivamente solo maggiori di x, 0 solo minori . Cosi, ad esempio, |’espressione

lim f(x)=1eR equivaleadireche

Ve >038>0:Vxe X, % <X<X+6 =|f(X)-l ke .

Il legametrail lim f(x) edil limitedestro ed il limite sinistro e espresso dal seguente:
X—Xg

Teorema4.3 Sano f(x): X >R ed x, R punto di accumulazione per X ; allora
limf(x)=leR seesolose lim f(x)=lim f(x)=1.
XXy X—>Xg

X=X

Siaad esempio | eR,

Dimostrazione (condizione necessaria):
lim f(X)=1 < Ve >038 >0:vxe X —{x },| x—% k& =| f(x)-I ke

X=X

dacui al tempo stesso |f (x) -] <& valesiaper xtaleche X, <X<X,+& = lim f(x) =1

X=X

Sa per X, —0 < X< X, = XILer(x):I.

Dimostrazione (condiz one sufficiente):
limf(x)=1 = Ve>035,>0:Vxe X—{X},% -8 <x<x=|f(X)-lke,

X—Xg
ed analogamente
limf(x) =1 = Ve>035,>0:Vxe X —{X}, % <X<X+8,=| f(X)-lke;

X=X
pertanto in corrispondenzadi € > 0, detto 6 = min(5,,5,)
se xe X —{X},con 0<|x-x|<8 = [f(x)—I|<e ovvero limf(x)=I.
X—Xg

OSSERVAZIONE. Tale teorema pud essere usato in senso “distruttivo” ovvero se accade che

lim f(x) = lim f(x) allorapotremo affermareche Alim f(X).
X-H Xy X—>Xg X=X

Ad esempio EﬂlimH ; infatti lim f(X)=1lim-1=-1 e lim f(x)=lim1=1.

x=0 ¥ X—Xg x—0" X=X x—0"

4.8.1 Comportamento al limite di alcune funzioni elementari

Di seguito riportiamo il comportamento a limite delle funzioni x*, log, x, a*, sinx,

COSX.
« Siaa eR-{0}, lafunzione f(x)=x" édefinitain P+oof (in vx, cR)e

risultaper essa Vx, >0, limx* =x; ,

X—=>Xg
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limx® =

x—>0"

0 sea>0 ., |+ sea>0

;o limx* =

+o sea <0 X+ 0 sea <O

ovviamente se a = 0, qualunque sia il limite considerato per x“ il risultato sara sempre 1, men-
tre, in particolare, se o = me Z—{0}, s ha: limx™ = x5’ Vx, <O0:

X—>Xp

+00 Se Me Z, m pari +o00 Seme Z_, m pari
lim X" =J—w semeZ,mdispari; limx"™={—w semeZ_,mdispari

X—>—0© X—0"

0 sem<O 0 sem>0

Siaa>0,a=1, lafunzione f(x) =a* definitain R hail seguente comportamento al limite:
vx, eR, lima*=a*,es ha
X—>Xg

{ 0 se a>1 X_{+OO sea>0

lima* = )
+00 s O<axl 0 s 0<ax«l

X—>—00

Siaa>0,a=1,lafunzione f(x)=1log, x definitain R* hail seguente comportamento & limi-
te:
vx, eR", limlog, x=10g, X,, es ha

X=Xy

) -0 Se a>1 +0 Se a>1
limlog, x= ;

x—>0"

; limlog, x=
+o se O<a<l o

—o se O<a<1
Le funzioni trigonometriche sin x, cosx sono definiteinR ; si provache:
VX, €R, limsinx=sinx, e limcosx=cosx, , mentrecome giadetto

X=Xy X—>Xo

Alimsinx e A lim cosx.

X—>+o0 X—>to0

Altri limiti notevoli, ovvero il cui valore non e di immediato calcolo ma che possono essere uti-

lizzati per risolvere atri limiti assegnati sono:

. Snx
lim——=1
x—0 X

Iim(1+ 1) =e (numero di Nepero);
X

X—>+o00

1 X

liml+x)* =e ; lim2&— =log,e (a>0)
x—0 x—0 X

“mloga(1+ X) =log, e

x—0 X

Iimw:a, YaeR.

x—0 X
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ESEMPIO
Calcolare lim=—=.
x>0 9N X
Risutache lim=—>—lim2—=2._1 _ (og.2)-1=l0g, 2.
x>0 9N X x>0 X SN X

X
La giustificazione del risultato precedente, oltre che dai limiti notevoli sopra indicati, segue dai
risultati contenuti nel prossimo paragrafo.

4.8.2 Operazioni con i limiti
Avendo definito un’algebra con i simboli + o possiamo affermare che:
Proposizione 4.4 11 limite della somma, differenza, prodotto, quoziente di due funzioni e rispettiva-

mente uguale alla somma, differenza, prodotto e quoziente (se il denominatore e diverso da zero)
dei limiti, purché non sia una delle forme indeter minate:

+o00—o00, 0-00, E, 9
o 0
Proviamo, ad esempio, che se
f,g: X >R, % €R eun punto di accumulazionedi Xe limf(x)=I, limg(x)=+c alora
X—>Xgy X—>Xg
imT X _g (ﬂ=oj.
=% g(X) o0
Dimostrazione: Dalladefinizionedi lim f (x) =1 , in corrispondenza del numero reale positivo
X—>Xgy
[I]+1 s ha
38, >0:xe X =}, x=% k&, = I-[I|-1< f (X) <1+ [+1=

[FOQ[<2l|+1 se [x=X% k8, xe X—{x}.

21 +1

Fissato € > 0, poiché lim g(x) = 4+, in corrispondenza del numero positivo (L)
X—>Xp e

(2|I|+1)(>0)® 1 €

< :
lg() | (2]1]+D)

38,>0:xe X —{x},| x—% <8, = g(x) >

pertanto, posto & = min(5,,5,),
&

e xeX—hIX=-X%Kkd=2|f(X)k2|l|+le ——<—=———;
o) 9| 2I+1
dalle ultime due relazioni, moltiplicando membro a membro, si ha:
f(X) . f(x)
——|<g, VXe X=X | X—% <& ,ovwero lim——==0.
‘g(X) o0} =% g(X)

ESEMPI
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e Cdcolareil lim(x*+Xx) ;

X—>+00

risulta lim x-x= lim x- lim x=+00 ,percui  lim(x*+x) = lim x* + lim x = +o.
X—>+00

X—>+30 X—>+0 X—>+00 X—>+30 X—>+00

e Cdcolare lim 5 X
=1 X7 =1

risulta limx=1, limx*-1=0 pertanto lim—;

x—1* x—1* x-1" X° =1

=oo ; per dareil segno ad oo conside-

riamo la disequazione >0 & -1<x<0 ed x>1,neseguecheil valoredel limi-

x> -1

te assegnato € + .

e Cdcolare lim 5 :
X—>+OOX +X

=0.

poiché lim(x*+x)=+0 = lim—
X—>+00 X*)-%—OOX +X

OSSERVAZIONE. Se si presenta una delle quattro “forme indeterminate” indicate in precedenza non
significa che il limite non esiste, ma semplicemente che non si puo stabilire a priori, come negli atri
cadl, il risultato del limite; in tal caso occorre, mediante trasformazioni e semplificazioni o ricorren-
do ai limiti notevoli, eliminare I’indeterminazione (se possibile).

f(x) f(x) h(x

g(x) " h(x) " g(x)

Ad esempio considerate f (x) = x, g(x)=-x, h(x)=x* lefunzioni

a tenderedi xa + o, S presentano in forme indeterminate — ma

o0
M =-1, M = 1 , M =—X equindi le forme indeterminate vengono, in realta, eliminate.
g(x) h(x) x  9g(x

4.8.3 Teoremi sui limiti

1% —90,%+3[ sex, R
Fissato & >0, indicheremo: 1 (X,) =119+ Se X, =+©0 ;
]—o0,-3] Se X, = —0©

Teorema 4.5 (permanenza del segno) Sano f(x): X - R, x, € R (con x, punto di accumulazione
di X se x,€R 0, a secondo del limite considerato, X non limitato inf. €0 sup.); supponiamo che
lim f(x)=1=0 allora:

X=X

36 >0:xel;(x)NX f(x)-1>0 (owero f(x) “conserva’ il segno del limite).

Dimostrazione: Siano, ad esempio, X =(a,b), | e R" ed x, eR;

in corrispondenzadi ¢ =I§’ dalladefinizione di limite,
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38 >0:Vx e (a,b)— %}, [x—%|<d = |f(x)—||<'E = 0<|§<f(x).

Teorema 4.6 (I° teorema del confronto o dei carabinieri) Sano f(x),g(x),h(x): X > R, Xo eR

(con x, punto di accumulazionedi X se X, € R 0, a secondo del limite considerato, X non limitato

inf. /0 sup.); supponiamo che f(x)<g(x)<h(x) Vxe X e limf(x)=limg(x)=I1eR allora
X—>Xo X—>Xgy

limh(x) =1 .

X—=>Xg

Dimostrazione: Siano X = (a,b) ed x,,| e R; ladefinizione di limite, lim f (x) =1 implicache
X—>Xo

Ve >0 35, >0:Vxe(ab)— %, [x-%|<d, = [f(N-l|<e = l-e<f(X)<l+e;
analogamenteda lim g(x) =1 s hache:
X—>Xg

Ve >0 33, >0:Vxe(ab) - %}, [x-%|<8, = |g(X)-l|<e = l-e<g(X)<l+e
Allora, fissato 6 = min(3,,5,)
se xe(ab)—{x}ed [x—x & =1-c< f(x)<h(X)<g(x)<l+e = limh(x)=1.
X=X

ESEMPIO

Poichérisulta 0<sinx< x vx:0< x<%, dal teoremadel confronto = limsinx=0.

x—>0"

Corollario 4.7 Sano f (x),g(x): X > R, X, eﬁ(con X, punto di accumulazionedi X se x,eR o,
a secondo del limite considerato, X non limitato inf. e/o sup.); sef(x) e limitata in X
(& IM>0:f(XKM ¥Yxe X) e limg(x) =0 allora lim f(x)-g(x)=0.

X—Xg X—>Xg

Dimostrazione: Risulta 0<|f (x)-g(x)|<M|g(X)| Vxe X;
poiché Iimg(x)=0 < Iim|g(x)| =0, I’asserto segue dal teorema dei carabinieri.
X—>Xg X—Xg

Teorema 4.8 (11° teorema del confronto) Siano f (x),g(x): X > R, X eﬁ(con X, punto di accu-
mulazione di X se X, R 0, a secondo del limite considerato, X non limitato inf. €0 sup.); se
f(x)<g(x) vxe X . Allora:

e slimf(X)=40 = 1Lr1109(x)=+w

X—>Xg

e slimg(X)=-w = limf(x)=—x».
X—>Xg X—>Xg

OSSERVAZIONE. E possibile richiedere, nei teoremi precedenti, che i confronti trale funzioni consi-
derate valgono Vx e | (X,) per qualche 6 >0 e non necessariamente su tutto X , questo perché, 1o

ricordiamo, il calcolo del limite di unafunzione e un indagine sul comportamento di essa “vicino ad

Xy -
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Corollario 49 Sa f(x): X - R, x, eR (con X, punto di accumulazionedi X se X, € R 0, a se-
condo del caso trattato, X non limitato inf. /o sup.); selim f(x)=1 R allora
X=Xy

36 >0ed IM >0:Vxel; ()N X | f(X) KM (cioé f(x) élocalmente limitata).

Dimostrazione: Siano X :(a,+oo[, X, =+oo; dalladefinizione di limite, in corrispondenzadi € =1
=38 >0:Vxe(a+o[[x>8 2| f() -1kl < Wxel;(%) (=Pptw[) 1-1<f()<I+1.
Sara, allora, sufficiente scegliere M =|I| +1.

Corollario 410 Sa f(X): X > R, X, eR (con X, punto di accumulazione di X se X, € R 0, a se-
condo del caso trattato, X non limitato inf. ¢/o sup.); se lim f(X) =40 (—) allora f(x) élo-
X=X

calmente limitata inferiormente (superiormente) ma non e limitata superiormente (inferiormente).

Dimostrazione: Siano X = (a,+oo[, X, =+ ; dalladefinizione di limite, in corrispondenzadi k=1,

38 >0:Vxe(a+w[,x>8 = f(x)>1; pertanto 1 &unminorantedi f(x) Vxe l;(X,);
d’altra parte Yk >0 esiste ailmeno un Xe (a,+oo[,;<>8 tale chef (?() >k = f(x)non e limitata

superiormentein (a,+oo[ .

4.8.4 Alcuni limiti particolari

In questo paragrafo vedremo come s risolva una forma indeterminata nel caso di alcuni limiti
particolari.

e Limitedi un polinomio
Sa P(X)=a+ax+...+ax,a #0,aeR, vi=01..y,
nel calcolo del Iirp P(X) s puo presentare la formaindeterminata [co — o] per risolvere laquale

occorre procedere nella maniera seguente:

+oo se a >0
lim P(x) = lim xf(ar+h+....+ "fll+ﬁﬁj:{ ” r
-0 se a <0

X—>+00 X—>+00 X X X

essendo
lim-%_—0, vs=01,..y -1

x—>+0 XV 7S

ed anche

lima x' =

X—>+00

+0 se a >0
-~ se a <0’
Il procedimento € analogo per X — —o.
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7

Limite di un rapporto di polinomi
Siano P(X) = a, + a,Xx+...+a X , Q(X)=Db, +bx+...+bx> duepolinomi con a,b eR,

ab,#0,Vvi=01..,y vVj=01...,5s.

Nel calcolo del Iim% S presenta la forma indeterminata {f} che puo essere risolta nel
X—>400 X oY)
seguente modo:
+0o se m>n ed ab,>0
X' ar+h+""+ A+ -0 s m>n ed ab, <0
_P(x) . X XX T
lim——==lim 5 & % nem
Q9 Xs(bs-i- Sl+....+j b, -
X X 0 s n<m

b
-0 Vvp=01..,y-1vg=01..,s-1 e

. 7 . ap
poiché lim 5

= lim
X—+o0 YT X—>+0 Xs—q
+0 S8y >S
X
[im—=41 sey=s ;
x40 X5
—0 ey <S

ovvie modifiche se si affrontail limite per x —» —o.

ESEMPI
a) limx®-2x+5=lim x3(1—£2+%j:—oo poiché

X—>—0 X—>—00 X X

limx®=-0 e I|m[1——2+£3 =1.

X—>—00 X—>—00 X X

ool
3 2 3

b) lim-2X =S i X X)_*2_ 5 poiché

XB(—1+2—13) -1
X X

Iim(—1+g—ij=—1+0—0:—1.

X X X—>+00 X X3

Teorema 4.11 (cambiamento di variabile nel limite) Sag(y):(c,d) >R, y, R (con Y, punto di
accumulazione per (c,d) sey, € R, econ owie modifiche se y, =+ ); supponiamo che
limg(y)=1eR.

Y—=Yo

Sano f (X):(a,b) » R: codf < (c,d)(quindi ha senso considerare F(x)=g(f(x)):(a,b) >R) ed
Xo eﬁ(xO punto di accumulazione per (a,b) sex, € R, e con owie modifiche se x, =+t ) tali che
limf(xX)=y,.

X—>Xg
Allora
limF(x)=1.

X—=>Xg
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Non riportiamo la dimostrazione di tale teorema ma faremo un esempio pratico del suo utilizzo.

Cacoliamoil lim xsinl.

X—>+00 X
.1
1 sno 1 siny
Risultache lim xsin== lim—2X* =1 ,inquanto lim==0 e lim>—2=1, dlorasara
X—>+00 X X—>+o0 l X—>+0 ¥ y—0 y
X
.- , . ) sny 1.
sufficiente applicare il Teorema4.11 con: g(y)=—— ; f(X)==; X,=+4», Yy,=0.
y X

Il comportamento a limite delle funzioni elementari a*, x*, log, X, cosx, sinx, ed il Teorema
411 ci permettono di tabulare il comportamento a limite delle funzioni composte
a'™ [f(x)],log, f(x),cosf(x),sin f(x).

Saf(x):(a,b) > R, x, eR (X, punto di accumulazione per (a,b) sex, € R, e con ovvie modi-
fichese X, = +x);

- lim (=1 eR-{0}= lim[f ()] =I* VaeR,
1Lr2f(x):0:>lLrpo[f(x)]“:{

0 sea>0
+0 sea < 0,0 € (R-Z)

in particolare sea. =neZ_ = lim[f (x)]m =400 Sen pari, mentre se n dispari € importante
X=Xy
per il calcolo di tale limite conoscere il segno di f (x),

{+oo e o>0

lim f(X) =+0 = nm[f(x)]* 0 % 0<0

X—=>Xg

in particolaresea. =neZ, e limf (x) =-0o= Ilm[f(x)T

X=Xy

+o0  sen pari
-0 sen dispari
ESEMPIO

Risulta lim+/x—-1=lim(x-1)2 =40 , essendo lim(x—-1) = +o.

X—>+00 X—>+0 X—>+0

N

e Iimf(X)=leR" = I|mloga f(x)=log,l eR" Va>0,a=1,

X=X

— se a>1
imf(x)=0 = limlog, f()=1 ,
X=X X=X, +o0 se O<axl

+ se a>1
limf(x) =40 = limlog, f()=1 .
X=X, X=X, -0 se 0O<ax<l

ESEMPIO

3 J—
Risultalim log, (X+—2X1] = - poiché
X—>+00 X+ 2
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2 1
e

X—>+00 X + X—>+0

e limf(x)=leR =
X—Xo

limf(x) =400 = lim

X=X, X—=>Xg

limf(x)=—0 = lim

X=X, X—=>Xg

ESEMPIO
1

lima'™ =a'

X—>Xg

5 = +o0.
)
X

Ya>0,

e :{+oo se a>1

0 s O<a<1

() 0 s a>1
a' = )
+oo se O<axl

Riw|ta|im(1jx=o poiché |im(1j:+oo.

x—0"

x—0"

X

limsin f (x) =sinl

e limf(x)=leR={""" .
) lim cos f (x) = cosl
X=X
ESEMPIO
Risutalimsin [ X 1) |20 poiche  tlim[ X ie | = -
x—0 X—1 x=>0\ x—1

4.8.5 Interpretazione grafica del limite

79

Nel grafico seguente si € dato un interpretazione di alcuni risultati riguardanti il calcolo del

lim f(x) edel lim f(x):
X—>Xg X—>Fo0

y lm =0/
lim f(X) =+
I /
i lim f(x) =
ICEN i 169
O XILrQ f(xX)=m X, =>
m ——
- LCE TN li e =m
X=X

Figura 4.5 Interpretazione grafica del limite.
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4.9 Successioni numeriche

Una successione numerica e una funzione che ha come dominio I’insieme dei numeri natura-
liN, quindi €unalegge chead ogni ne N associaun solo numero reale y,,.

Indichiamo una successione con (y, ), , 0 per esteso con

Y10 Y25 Yareees Yoo
Esempi di successioni sono :
y, =n*+1 owero 251017.,.....,(n% +1),...
1 111 1
Y, =—— owWero  —,=,= .,—— ...
n+1 234 n+1
y,=(-1" owero -11-1....,(-D)",....

DEFINIZIONE. Una successione (y,), S dice limitata superiormente (inferiormente) se
dkeR (heR): y, <k (y,2h) VneN, e semplicemente, limitata seé limitata superiormente
ed inferiormente.

Proponiamo allo studente di verificare che
(y,), élimtata < 3IM >0:]y, KM VneN.

OSSERVAZIONE. Le definizioni precedenti si ricavano da quelle introdotte nel paragrafo riguardante
gli insemi limitati (paragrafo 1.8, Capitolo 1), infatti, bastera riferirs ad X = {y,, Yy, Yy oeoee}
(sostegno della successione).

Cosi, ad esempio, diremo che M =supy, (m= irgf Y.) ,» e (v,), € limitata superiormente

(inferiormente), ed M (m) soddisfale due seguenti proprieta:
Dy, <M VneN [1)y,2mVneN]

2)Ve>03FleN:yﬁ>M—a [2')Vs>OHEeN:yE<m+s].

DEFINIZIONE. S dice che la successione (Y, ), convergead | e Resi scrive limy, =1 se

n—o

Ve>03veN:vVn>v |y, —lke.

ESEMPIO

Risulta 'nil‘in_lz -0, infatti, fissato ¢ > 0, la disequazione X—12 < ésoddisfattada x> [z )';

allorapreso neN, F1>i (principio di Archimede) , qualunquesianeN :

NS

— 1 ,» 1 1
n=n = nN>— & N>— & —<g.

Je € n?

DEFINIZIONE. S dice che la successione (y,), diverge a 4o (—x) e S scrive
limy =40 (-») se
n—oo
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vVk>03v,eN:Vn>v, y, >k
(Vh>03v,eN:Vn>v, y, <-h).

ESEMPIO
Risulta limn—1=+o0, infatti, fissato k>0, la disequazionex-1>k €& soddisfatta da

n—o0

Vx>1+k;alorapreso v, eN, v, >1+k ,qualunquesia ne N :
n>v, = n>1+k = n-1>k.

Ovviamente una successione (yn )n potrebbe non avere limite; ma se converge o diverge si dice
regolare.

OSSERVAZIONE. Poiché una successione (yn )n e una particolare funzione, possiamo affermare che
se3d limy, , finito o meno, alloraesso e unico (Teoremadi unicitadel limite); cosi come possiamo

n—oo

parlare di permanenzadel segno, confronto tra limiti, operazioni con i limiti, etc...

Corollario 4.12 Sa (y, ), unasuccessione convergentead | eR = (y,) élimitata.

Dimostrazione: Dalla definizione di convergenza, in corrispondenzadi € =1
dveN:vn>v I-1<y <l +1,

dloraposto h=min(l -1 vy,, ...y, ;) e k=max(l +1 y,,.... Y, ;) risulta h<y <k VneN,;
infatti se n>v h<l-1<y, <l+1<Kk; invece, se 1<n<v h<y, <K.

Il viceversanon € vero: € possibile considerare una successione limitata ma non convergente.

ESEMPIO
N 1 se n pari o . )
Y, =(=1)" ;risulta y, = i .equindi -1<y <1VneN, maverificheremoin
-1 se n dispari

seguito che A lim(-1)".

Teorema 4.13 (di caratterizzazione del limite) Sano f(x): X - R, X, eR (con X, punto di accu-
mulazione di X se x, € R 0, a secondo del limite considerato, X non limitato inf. eo sup.); allora
c.n.s. affinché lim f(x) =1 e R éche

X—)XO
V(X)) %, € X VneN,x =X, VneN(sex,eR), limx, =%, siha: limf(x,)=1I.
Non dimostreremo il teorema, ma cercheremo di mettere in evidenzail risultato da esso fornito

con qual che esempio.
Sono immediata conseguenzai seguenti risultati :

limn* =

n—oo

+0 s a>0
0 s a<0’
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+00 S a>1

o 1l s a=1
lima" = :
N 0 s -1l<axl
4 s a<-1
. +0 se a>1
limlog, n= :
n— -0 s O<axl
ESEMPI
. . 1 . ..., ... 8SnX 1 R . . .
e Risulta limnsin==1; infatti, poiché Img—:l e lim==0 sarasufficiente applicare il
n—oo n X—>! X n%oon
teorema4.13 con f(x):ﬂ, X, =0, xnzl, | =1.
X

1

1 n+1 m(1+nj
. Ris.;ltalimloge(nssz—oo , infatti , poiche  lim——=Ilim———+<=0 e
n—w n 1 oo n®—1 now nB (l_ 1}

n
limlog, x = —o0 sarasufficiente applicareil teoremaprecedentecon f(x)=Ilog,x , X, =0,

x—>0"

4.9.1 Successioni monotone

DEFINIZIONI.

e Una successione (Y,), s dice monotona crescente (decrescente) se e solo se
yn < yn+1 (yn > yn+1) vn € N

e Una successione (y,), S dice monotona non decrescente (non crescente) se e solo se

yn S yn+l (yn Z yn+1) vn € N .

OSSERVAZIONE. Una successione (y,,),, monotona crescente (non decrescente) € limitata inferior-
mente, infatti da Vo <Vou VaSVo) VNEN = Y, <Y, <o <Y, < Yo <.
(¥, £y, <....2y, <y,, <...), pertanto y, é I’estremo inferiore (anche minimo).

Anaogamente, una successione (y,), monotona decrescente (non crescente) e limitata supe-
riormentecon y, = maxy, .

Teorema 4.14 (regolarita delle successioni monotone) Sa (y, ), successione monotona crescente o
non decrescente (decrescente o non crescente) allora
| se(y,), elimitata superiormente

dlimy, =supy. = . :
o " npyn {+oose(yn)n non &limitata superiormente
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, , I se(y,), elimitatainferiormente
dlimy, =inf y, = . . :
n—>o n —o se (Y,), noneéelimitatainferiormente

Come sempre preferiamo, ala dimostrazione del teorema, riportare alcuni esempi che ne evi-
denziano I’'importanza:

ESEMPI
. 1 . N | .
e Lasuccessione y,=— émonotonadecrescente, poiché Iim—=0 = O=infy,.
n n—o N n
e La successione y, =n’+1 € monotona  crescente poiché

lim(n®+1) =+ = +w=supy, , pertanto (y, ), non & limitata superiormente.
n—o0 n

4.9.2 Successione estratta

Siadata (y,), esia (n,), unasuccessione crescentedi interi (n, <n,,, Vk e N), ad esempio
n =2k = 2468,......,.2K,....
n=2k-1 = 1357,...,2k-1,.....

dloralasuccessione (Y, ), chesi ottiene da quella data considerando i termini con indice cor-
rispondente ad n, (nei due esempi considerati avremo la successione dei termini di posto pari
YouYas Yoreer Yor o €lasuccessione dei termini di posto dispari VY, Vs, Vsseeees Yor_10----) S Chiama
successione estrattada (y,,), -

Il legame tra il comportamento al limite di una successione e di una sua estratta e espresso dal
seguente teorema:

Teorema4.15 Sa (y,), una successione convergente (divergente o) = (y, ), converge
(divergea +© ), owero Il(imynk =limy,.

OSSERVAZIONE. Possiamo utilizzare tale teorema in senso “distruttivo” ovvero se determiniamo
due successioni estratte da (y,), , sano (y, ), e (Y, ). ., tai che Lim Yo, ;tLim y, dlora
—>00 —0

Alimy, , perché setae limite esistesse dal teorema precedente le due successioni estratte dovreb-
bero avere lo stesso limite.

OSSERVAZIONE. Abbiamo visto che se una successione € limitata non e detto che converga, perd da
ogni successione limitata se ne puo estrarre una convergente (Teorema di Bolzano-Weier stass).

ESEMPIO
Abbiamo affermato che Alim(-1)", infatti se consideriamo due successioni estratte da (—-2)"

Ya=(D* =1 VkeN = limy, =1 mentreseconsideriamo

Yoa=(D*"=-1 VkeN = L'lg Y1 =—1, da cui I’asserto.

A conclusioneriportiamo il calcolo di acuni limiti:
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ESEMPI
1 1
® “m(\/ﬁ—vn+1)=limn2—(n+12=[oo_oo];
scriviamo\/ﬁ—«/n+1=(\/E_Vr”l)g/ﬁ“wr”l): n-n-1

\/_+\/n+1 Jn++4n+1
= limJyn-yn+l=lim————=0.
N rH°°\/—+\/n+1

n2

: 1\t )" | .
e lim1l+= =lim|| 1+ = =e in quanto
n—oo n N—o0| n

. 1) .n . n
I|m(1+—j =e e |lim——=Iim =1.
X—>+00 X nben—1 now 1

nl--=)
n

e lim(n®-3n+5)=[0o-ow];
n—oo
come per i polinomi scriviamo

(n®*-3n+5)=n (1—i+—) equindi limn (1 i+£j:+oo :
n’ n

N—o0 2 n3
3 4
11—+
n®-3n*+4 m( n® nSJ
) nLoo 3n°® +4n =LILQ 4
n® + m5(3+4J
n

1
> -

4.10 Funzioni continue
DEFINIZIONE. Sa f(X):(a,b) > R, x,e(a,b); f(x) s dicecontinuain x, se lim f(x)= f(x,).
X—=>Xo
Secio accade VX, € (a,b) lafunzione f(x) s dicecontinuain (a,b).

ESEMPIO
Lefunzioni sinx, cosx, log, x, @a*, x* sono funzioni continue nel loro insieme di definizione.

ESEMPI
e f(X)=+v1-x? édefinitain [-11].Sia x, e [-11]: essendo lim(1-x?) = 1-x2)
X—>Xg

risulta limy1—x* = lim(1—x?%)

X—>Xg X=X

I\l\l—\
N

=(1-x%)2 = f(x) écontinuaVvx,el[-11]=

f(x) écontinuain [-11].
snx

« Sa f(X)=9 x
5 se x=0

s x#0 , essarisultadefinitain R, manon e continuain X, = 0 infat-

t nmf(x)_nmﬂ_l 5= f(0) .
X
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4.10.1 Proprieta delle funzioni continue
Dalle operazioni con i limiti ricaviamo che:

| lasomma (differenza) di due o piu funzioni continue € una funzione continua
(risulta lim[f (x) £ g(x)]= lim f (x) = lim g(x)),
X—Xo X=Xo X=>Xo

Il il prodotto di due o piu funzioni continue & una funzione continua,
11 il quoto di due funzioni continue € una funzione continuain tutti i punti in cui il denominatore
enon nullo,

IV lacomposizione di due funzioni continue e unafunzione continua

ESEMPI

2 —
e Lafunzione f(x)= X+—3);1 edefinitain R— {—2} ed eivi continuain quanto rapporto di
X+

due polinomi (osserviamo che ogni polinomio P(X) € una funzione continuain quanto somma

e/o differenza di potenze dellax).

2
e Lafunzione f(x)= Iog(fX—JrsJ e definitain R ed eivi continuain quanto composizione
X° 4+ X+
. : 2x* +3 :
delle due funzioni continue g(y)=Ilogy ed h(x) :2—1 (osserviamo che
X+ X+

X +Xx+1#0VxeR).

- Lafunzione f(x) :{ 2" X<0 4 fefinitainR -
X+5 s x>0
f(x) econtinuain }oo,O[, in quanto restrizione di 2* che é definita e continua su tuttoR , cosi
f(x) &continua in P,+oof in quanto restrizione del polinomio (x+5) che & definito e conti-
nuo su tutto R ; poiché )!Lrg] f(x)= XILrgl 2 =1+ XILrp f(x)= XIiﬁrgl(x+ 5) =5 f(x)non é continua

in X, =0 (osserviamo che Elirgf(x)).

4.10.2 Classificazione dei punti di discontinuita

Siano f(x):(a,b) > R, X, puntodi accumulazionedi (a,b).

DEFINIZIONE. Il punto X, si dice punto di discontinuita di prima specie se:
Alim f(X)=1,eR ed Ilimf(x)=I,eR con |, =1,
X=X

X=X

Graficamente si ha:
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<

N

iy

»
»

O %o X
Figura 4.6 Discontinuita di | specie.

Intal caso [I, —1,| si chiama “salto della funzione” in x,.

ESEMPIO
Sia f(x)=m:]R—{0}
X

poiché lim f (x) = limX=1e lim f(x) = lim—= =1l punto x, =0 & un punto di disconti-
xX—> x=0" X x—>0~ x>0 X

nuitadi prima specie, ed il salto vale 2.

DEFINIZIONE. I punto x, si dice un punto di discontinuita di seconda specie se almeno uno dei due
limiti lim f(x),lim f(X) non esiste oppure esiste ma non finito.
X—>Xy X=X

ESEMPIO
1 sex>1
Sia f(X)=49 x-1 , edefinitain R ;

2x-2sex<1

poiché Imlw f(X)=lim——=+c0 il punto x, =1 e unadiscontinuitadi seconda specie.

x-1" X—1
A \

<!

N

[y

v

-2

Figura 4.7 Discontinuita di Il specie.
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DEFINIZIONE. Il punto X, si dice un punto di discontinuita di terza specie o eliminabilese f(x) ede-
finitainx,elim f(x)=1eR con | = f(x,) oppure f(x) nonedefinitain x, ma lim f(x)=1eR
X=Xy X=Xy

In tal caso definendo lafunzione
F(x)={f(x) e xe(ah); x=x,
I e X=X,

S ottiene unafunzione continuain x, (dacui il nomedi discontinuita eliminabile) infatti,
[IMF(X)=1limf(X)=1=F(x,).
X—=>Xp X—=>Xg

ESEMPIO
Sia f(x) =22%:R-{0}.
X

.. SinX . R . e
Poiche Img—:l = il punto X, =0 e unadiscontinuitaeliminabile.
X—> X

Ricordiamo che data f (x):(a,b) > R limitata superiormente (inferiormente) il numero reale

(ab)
1. f(X)<M Vxe(ab) [1) m<f(X) Vxe(ab)]
2. IXe(ab) tc. f(X)=M [2') 3IXe(a,b) tc f(X)=m]
Inoltre, in generale, unafunzione f(x) non & necessariamente limitata superiormente (inferior-
mente) e se lo fosse non é detto che abbia massimo (minimo).

M (m) étadeche M =max f(x) (m:r(nib?f(x)) se

| teoremi che ora dimostreremo riguardano le funzioni continuein [a,b] intervallo chiuso e limi-
tato.

Teorema 4.16 (1° teorema di Weierstrass) Sa f (x):[a,b] - R continua, allora
i f(x) elimtata < 3hkeR: h<f(x)<k Vxelab]
i posto m=inf f(x), M =supf(x) allora3x,x, < [abl]:
f(x)=m (= m=minf(x))
f(x,)=M (= M=maxf(x))

Dimostrazionei: Procediamo per assurdo;
supponiamo che f (x) non sialimitatain [a,b] ;dlora Vke R 3x, e[a,b]: f(x)>k ;
siano: k=1 = 3x elab]: f(x)>k
k=2 = 3x,elab] f(x)>k

k=n = 3x,elab]: f(x,)>k
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Poiché xne[ab] VneN “(.>.(n)n @ una successione limitata allora (Teorema di Bolzano -
Weierstrass) 3(x, ), estrattatdeche limx, =ce [a,b].
Essendo IXi m f(x) = f(c) , dal teoremadi caratterizzazione del limite, risulta
Lij[‘of(xnk): f(c).
Draltra parte vke N, f(x,)>n, ,alora dal teoremadi confronto sui limiti si ha f(c) > +oo
, assurdo. L’assurdo e sorto dall’avere supposto che f(x) non fosse limitata superiormente in [a, b].

Dimostrazione ii: Detto M =supf(x) risuta f(x)<M Vxelab] . Per assurdo, sia
f(x)<M Vxelab] aloralafunzione g(x):ﬁ & definitae continuain [a,b].
— f(x
Dallaprimaparte del teorema, lafunzione g(x) risultalimitata superiormentein [a, b], cioe

dJHeR:g(X)<H Vxe[abl &M - f(x)z% Vxel[ab]< f(X)<M —% Vxela,b].
D-altra parte poiché M =sup f (x) , in corrispondenzadi ¢ =% Axelab]: f(x)>M —%.

L’ultima relazione porta ad una contraddizione in quanto otteniamoM — % <f(X)<M —% :

Teorema4.17 (esistenza degli zeri) Sa  f(x):[a,b] >R continua , f(a)-f(b)<O0; allora
dce ,b[: f(c)=0.

Dimostrazione: Siaad esempio f(a)>0 ed f(b) <0. Suddividiamo I’intervallo [a, b] in due
intervalli di eguale ampiezzatramiteil punto medio di [a,b]: vy = %b .

Se f(y)=0 abbiamo provato I’asserto, in caso contrario diciamo [ai,bl] I’intervallo della de-
composizionetaleche f(a,)>0 ed f(b)<0 ,con a<a <b <b e b -a :B .

2
Decomponiamo ora [ai,bl] tramite il punto medio vy, :ai—;bl in due intervalli di eguale am-

piezza; se f(y,) =0 abbiamo concluso, in caso contrario diciamo [a,,b, | I'intervallo della decom-
posizione tale che f(a,)>0 e f(b,)<O0 , con a<a <a,<h,<b<b e
b,-a, = bl%al = b2—2a . Cosi determiniamo (se il procedimento non ha avuto termine) due succes-
sioni (a,),,(b,), taliche:

a<a, <b <b VvneN;a ,<a, b <b,VneN; f(a)>0 f(b)<0VneN

ed infine
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b-a
b,—a, < o vneN.
Poiché (a,), € monotonanon decrescenteed a, <b Vne N dal teoremadi regolarita delle suc-
cessioni monotone lima, = c < [a,b].

n—oo

Risulta b, :ah+% VneN= limb, = Iim(an+b;]aj:c :
Dal teorema di caratterizzazione del limite e dalla continuitadi f (x) in c otteniamo che

limf(a,)=f(c)
lim f(b,) = f(c)

e poiche f(a,)>0, f(b,)<0 Vne N,da teoremadi confrontos ha:
f(c)>0 ed f(c)<O0.
Le ultime due relazioni possono coesistere solo per f(c) =0 c.v.d..

Teorema 4.18 (11° teorema di Weierstrass) Sa f (x):[a,b] - R continua;
posto m=min f(x), M =max f(x) allora Vy :m<y <M = 3Jcelab]: f(c)=v

Dimostrazione: Siano x,, x, < [a,b], x <x,: f(x)=m, f(x,)=M dlora
f(x)< f(x)< f(x,) Vxelabl].

Fissato y :m<y <M definiamo g(x)= f(X)-y, Xe [xl,xz]. Lafunzione g(x) € continua
in [x,X%, ] in quanto differenza di funzioni continue; inoltre
9(x%)=f(x)-y=m-y <0
9(x,) = f(x,)-y =M -y >0
allora dal teorema di esistenza degli zeri 3ce x,x,[< [a,b] taeche g(c)= f(c)-y =0 , owe
ro f(c)=vy.

OssSERVAZIONE. |l secondo teorema di Weierstrass affermache se f(x):[a,b] > R econtinuaalo-
ra cod f(x)=[mM] dove m=minf(x) , M =max f (x). In generale se f(x):(a,b) >R & con-
tinua si puo provare che cod f (Xx) = (inf f(x),sup f (x)) potendo anche sup f(x) ed inf f(x) non
essere finiti.
ESEMPI
- Determiniamoil codominiodi f (x) =log(x+1) per x < [0,+oo[;
risulta f (x) continuain [O,+oo[ in gquanto restrizione e composizione di funzioni continue.
Poiché1<x+1 Vx>0 = O0=logl<log(l+x) Vx>0 ovvero
0=f(0)<log(l+x)=f(x) Vx>0 cioé 0= [mig[f(x);
d’altra parte XILTO log(x+1) =40 = sup f(X) =+ pertanto [%‘egl[f(x) = [0,+oo[.

[0, +oo[
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L’equazione x°+2x+1=0 haradici reai?
Sia f(x) = x®+2x+1 ; osserviamo che f(x) édefinitaecontinuain R erisulta
f(-)=-2<0
f(0)=1>0
alloradal teoremadi esistenzadegli zeri 3x e |-1,0[ taleche f(X)=0.
Pertanto I’equazione data ha almeno una radice reale X e ]-1,0].
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Capitolo 5. Calcolo infinitessmale

5.1 Derivazione
Siano f(x):(a,b) >R ed x, < Ja,bl.

DEFINIZIONE. Diremo che f(x) & derivabile nel punto x, se esiste finito il seguente limite

IimM e porremo per definizione f'(x) oppure D[f (x)]x:XO il valore di talelimite.
X—Xo X=X,

Lafunzione M:(a,b)—{xo} s chiamarapporto incrementale di f(x) in X,;
X_

ponendo X-— X, =h il rapporto incrementale s puod anche scrivere nella seguente maniera
f (% +h)—f(x)
h

h=0, he(a-x%,,b-x,).

E di facileverificache im0 T0) _ i T+ 1) = T06)
X—Xg X_Xo h—0 h

5.1.1 Sgnificato geometrico della derivata

Sia f(x):(a,b) > R derivabile in x, € Ja,b[; siaxe(ab)-{x} econsideriamo sul grafi-
codi f(x) ipunti P, =(X,f(x)), P=(x,f(x) :

. A

v

O | a x X b x
Figura 5.1 Significato geometrico della derivatain un punto.
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Detta slarettasecanteil grafico nei punti B,, P ed a I’angolo che essa forma con I’asse X ,
F(X) = f (%)
X—X,
Siaorat laretta passante per P,, ed avente coefficiente angolare f'(x,):
try=10%)+ (%) (X=%).
(- (%) _
X_

risulta tgo. =

Risulta limtgo = lim

X—>Xp X—>Xp

= f'(x,) dacui deduciamo che al tendere di x ad X, il pun-

0
to P st muove sul grafico di f(x) versoil punto P, elarettas, ruotando intorno a P, si andra a so-

vrapporre alarettat che rappresenta, quindi, la sua posizione limite.
Larettat che halaproprietadi intersecare il grafico di f(x) nelle “vicinanze” di P, solo nel

punto P, viene detta la retta tangente a grafico in F,; pertanto geometricamente la derivata di
f(x) in x,, f'(x,) , rappresentail coefficiente angolare dellarettatangente al grafico di f(x) nel
punto P, = (%,, f (%,)).

DEFINIZIONE. Se f(x) éderivabileinogni x, € Ja,b[ si diceche f(x) &derivabilein Ja,b].

In tal caso possiamo definire lafunzione che ad ogni x, € Ja,b[ associaladerivatadi f(x) in
X,. Tae funzione si chiama la funzione derivata prima di f(x) e s indica con f'(x) oppure

D[f (%)].

5.1.2 Derivata delle funzioni e ementari

a se f(X)=k ¥xeR, keR dlora f'(x)=0VxeR;

b) se f(X)=x*, aecR dlora f'(xX)=o -x*";

0 s f(y=a* cona>0, a1 dlora f'(x)=a*loga; inparicolare D[ &" | =€";

d) se f(x)=log,x cona>0,a=1 alora f'(x)zllogae; in particolare Dﬂogx]zl;
X X

e) se f(x)=sinx dlora f'(Xx)=cosx;

f) se f(x)=cosx dlora f'(x)=-snx;

5.1.3 Regole di derivazione

Siano f(x) ,9(x):(a,b) >R, derivabili in Ja,b[ , sia keR, s prova che le funzioni

k-f(x), f(x)xg(x), f(x)-9(x), % (con g(x) =0) sono derivabili e valgono le seguenti
formule:

« Dlk-f(x)]=k-D[f(X];

« D[f(¥*g(x)]=D[f(x]+Dlg(x];

- D[f(x)-9(x]=D[f (]} 9+ f(x)-Dla(x)];
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D{ f (x)} _ D[f (9] 99 - (x)-Dlax)].
9(¥) @)Y ’

Teorema5.1 (derivazione della funzione composta) Sano f (x): (a,b) > R, g(y):(c,d) > R esa

cod (f(x)) < (c,d) . Consideriamo la funzione composta F(x)=g(f(x)):(a,b) > R; se f(x) e
g(y) sono derivabili allora F(x) ederivabile erisulta

F'()=g(f(x)- T'(x).

=1+tg°x =

ESEMPI

: . . , .

- Dligx]= D{sm x}: COSXCOSX—SINX(—SiNX) _ cos x+zsm X
COS X cos? X o< X

» D[3x’+5x-1]=3D[ X’ |+ D[5x]+ D[-1]=6x+5.

- plxE D{x;} =%(x)‘y2 :%.

. Dﬁog(x2 —1)]:

cos® X

: 1-2x; infatti lafunzione log(x*-1) & compostada f(X)=x*-1 e
X —_

g(y)=logy ; poiché D[f(x)]=2x e D[g(y)]=l s hail risultato applicando la regola di
y

derivazione della funzione composta.

D[ex2}=2xexz essendo € compostada f(x)=x? e g(y)=¢’.

D[xzsinx]:2x§nx+ x° COSX.
5.1.4 Punti angolosi, cuspidi eflessi a tangente verticale
Siano f(x):(a,b) >R, x, € Jab[;

DEFINIZIONE. S chiama derivata destra (sinistra) ela si indica con f,(x,) (rispettivamente f (X))

il valore ddl lim X~ T(%) (rispettivamente lim 1 0= T0%)

se questo esiste ed e finito.
X—>Xg X— XO X=X X — XO

OSSERVAZIONE. E di facile verificache: f (x) éderivabilein x, < f,(x,) = f_(x,) edinta caso
f'(%) = (%) = £,(%).
Siano f(x):(a,b) >R, x, € Jab[; f(x) continuain x,;
DEFINIZIONE. Il punto X, si dice punto angoloso se f_(X,) = f,(X,) =3 f'(x,).

In tal caso nel punto (X,, f(X,)) € G, possiamo tracciare una “doppia” retta tangente, grafica-
mente s ha:
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L y=100)+ T 00)(X=%)
L y=T06)+ (%) (xX=%)

o % X
Figura 5.2 Punto angoloso.
ESEMPIO
Sia f(X) =|x|; X, =0 &un punto angoloso essendo leT%:l e ng‘%:_l .

DEFINIZIONE. || punto x, si dice punto di cuspide se
=% X=X,

Graficamente s ha:

. A
y jim T T06)

% X=X,

f(xo) ..........................
O X X
Figura 5.3 Punto di cuspide.

ESEMPIO
e

—— =00 .

Sia f(x):\/N ; X, =0 eun punto di cuspide infatti XILT <

DEFINIZIONE. || punto x, si dice un punto di flesso a tangente verticale se
||mM = 400 (—OO) .

X—>Xo X_XO
Graficamente s ha:
. A
y lim L= 00 _
f (%) X%
O X "X

Figura 5.4 Punto di flesso atangente verticale.
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ESEMPIO
Sa f(x)=%x-1; X,=1 €& un punto di flesso a tangente verticde infatti

. . R . . . s () f
OssSeERVAZIONE. Nel casoincui f(x) écontinuain X, ed uno dei due limiti Ilm—(x) (%) ,

) X=X,
lim f(X)_f(XO)
X=>Xo X=X,

non efinito , per convenzione s dice che X, € un punto angol0so.

Il legame tra una funzione continua ed una derivabile € espresso dal seguente:

Teorema5.2 Sano f(x):(a,b) >R ed x, € Jab[;se 3f'(x,), alora f(x) &continuain x,.

Dimostrazione: Scriviamo f (X) = (X=%,)+ T(X%) VXe(a,b)—{xo};

F¥) - (%)
X

0

essendo lim 9= (%) _ f'(x
X—Xq X=X,

risulta lim f(x) = f(x,) .
X—>Xg

,) € lim(x—x,)=0 da teoremi sulle operazioni con i limiti
X—>Xp

OsseERVAZIONE. |l viceversa del teorema precedente in generale non e vero cioe e possibile che

f(x) siacontinuain x, manon ivi derivabile, ad esempio f (x) :|x| econtinuain x=0 manon é
TR

derivabile, infatti  lim—=41.

x—0" X

5.2 Teoremi fondamentali del calcolo differenziale

| teoremi che ora proveremo sono alla base del calcolo differenziale:

Teorema 5.3 (di Rolle) Sa f(x):[a,b] >R continua, 3 f'(x)in Ja,b[; f(a)= f(b) allora
Ace Ja,b[: f'(c)=0.

Dimostrazione: Essendo f (x) continuain [a,b] & ivi dotata di minimo e di massimo (primo teore-
madi Weierstrass), siano x, x, € [a,b] tali che f(x)=m= r[nibr]lf(x), f(x,)=M = rP%ﬁ(f(x).

Se x,=a ed x,=b (0 viceverss) = f(x) & costante in [a,b] , essendo
m<f(x)<M vxelabled m=f(a)=f(b)=M percui f'(x)=0 Vxe]abl.

Se cio non accade, allora, dmeno uno dei duepunti x, ed x, &internoad [a,b] siaad esempio
X, € |ab[.

Proviamo che f'(x,)=0; risulta
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f(x)—f(x,) [0 s Xx>X
X=X, >0 se X<X,

inquanto f(x) <M = f(x,) Vxelab],alora
IimM: f (x,)>0 ed |imM: f (x,)<0.
X—X; X=X, X=%3 X=X,
D’altra parte, poiché f(x) & derivabilein x, ,s ha f'(x,)=f (x,)= f.(X,) dacui necessa-
riamente f'(x,)=0.

OsseRVAZIONE. Graficamenteil teoremadi Rolle hail seguente significato: esiste almeno un punto
del grafico della funzione dove la retta tangente € parallela all’asse X:

S} A
-
0 / \P :
f (a) _f (b) / .............. G e \ X

Figura5.5

Teorema5.4 (di Lagrange) Sa f(x):[a,b] >R  continua; 3 f'(x) in  Jab[ dlora

Ace Ja,b[: f'(c):w.

Dimostrazione: Consideriamo la funzione ausiliaria F(x) = f (x) —kx Vx e [a,b] dove la costante
ke R va sceltain manieratale cheF (x) soddisfi leipotesi del Teoremadi Rolle.

Essendo differenza di funzioni continuein [a,b] la F(x) & continuain [a,b], cosi essendo dif-
ferenza di funzioni derivabili in Jab[ la  F(x) & derivabile in Ja,b[ con
F'(x)=f'(x)—k vxelab].

Per applicare dlorail Teoremadi Rolle occorre che sia

F@@=F(b) < f(@-ka=fb)-kb < k=M :
—a
Con talesceltadi k , il teoremadi Rolle ci assicurache:

dcelab[ tc F'(0)=0 < f'(c)—M:O da cui I’asserto .
-a

f(b)- f(a)

OSSERVAZIONE. Il numero rappresentail coefficiente angolare dellaretta s secan-

te il grafico dellafunzione nel punti (a, f(a)) , (b, f(b)); pertanto il teoremadi Lagrange ci assi-
cura che esiste ameno un punto del grafico in cui laretta tangente a grafico della funzione e para-
lelaalarettas secante il grafico nei suoi estremi:
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£(0) [
f (a)

Figura5.6

Corollario 55 Sa f(x):(a,b) >R continua ; supponiamo che 3 f'(x) in ]a,b[ con
f'(x)=0 Vxe Jab[alora f(x)=keR vxe(a,b).

Dimostrazione: Siano X, # X, € (a,b) con , ad esempio, X, < X,; consideriamo la restrizione di
f(x) ad [x,,x,]. Poiché per larestrizionedi f(x) ad [x,x, ] sono valide leipotesi del teorema
IRCOERICN

X, — X%
d’altraparte f'(c)=0 = f(x)= f(x,). Dall’arbitrarieta di x,,X, € (a,b) risulta f(x) costante
in (a,b).

di Lagrange, 3ce ¢, x,[ tc. f'(c)

Corollario 5.6 Sano f(x),g(x):(a,b) > R funzoni continue e supponiamo che 3 f'(x), g'(x) in
Jab[, f'X)=9g'(x) Vvxelab[, alora f(x)—g(x)=keR Vxe(a,b).

Dimostrazione: Sara sufficiente applicareil Corollario 5.5 alafunzione F(x) = f (X) — g(X) .

Corollario 57 Saf(x):(ab)—>R continua; supponiamo che 3 f'(x) in Jab[ con
f'x)>0 (<0) Vxe(ab) allora f(x) cresce(decresce) in (a,b) .

Dimostrazione: Siano x,, X, € (a,b) con x, <X, ; consideriamo larestrizionedi f(x) in [x,,x, ]
e ad essa applichiamo il teoremadi Lagrange, alora 3ce [x,x, [ :
f(xz)_ f(xl) = f'(C)(X2 _Xl) dacui f(xz)_ f(xl) >0 < f(xz) > f(xl)

Sono conseguenze del teoremadi Lagrange i seguenti:

Teorema5.8: Sa f(X):(a,b)—> R continua ; supponiamo che 3 f'(X) in ]a,b[,alloracondi-
zione necessaria e sufficiente affinché f (x) sia crescente (decrescente) in (a,b) e che valgano

1) f'(x)20 (<00 Vxehb[
2 A,Blc]ab te F'®)=0 in |o,B]
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Tale teorema, di cui omettiamo la dimostrazione, ci permette di stabilire la stretta monotonia di
funzioni f(x) lacui derivata non e necessariamente sempre positiva (negativa).

ESEMPIO
Siaf(x)=x’:Jo,+o[ >R ; risulta f'(x)=3x*>0 Vxe oo+ , inoltre
f'(X)=0 < x=0 pertanto f(x) cresceinR.

Teorema 5.9 (di De L’Hépital) Sa x, € R, esiano f(X),g(x): (ab)—{x}—>R (%, punto di ac-
cumulazione per (a,b) se x, € R econ owie modifiche se x, =+ ) tali che
i limf(x)=1limg(x)=0 (oppure lim f(X)==2c0, limg(x)=z=wo)
X—>Xg X—>Xg X—>Xgy X—>Xo
i 3f'(x),g'(x) Vxe(ab)—{x}oon g'(x)=0 inalmenounintorno I (x,).
f'(x) im f(x) . f'(x

Allora, seesisteil lim——= = i = lim——.
oag(x) ong(x) o0 gi(x)

OssSeERVAZIONE. Il Teorema 5.9 ci fornisce solo una condizione sufficiente, ovvero € possibile por-
tare esempi dove dall’esistenza del limite del rapporto delle funzioni date non si deduce I’esistenza
del limite del rapporto delle loro derivate.

OSSERVAZIONE. Il teorema 5.9 ci fornisce un utile strumento per risolvere le forme indeterminate

o= 2]

ESEMPI
e lim& _1:{2} [(e -1 — +0; X—>+0] ;
X400 X o0
poiché lim & =40 siha lim & 2o 4o
X—>+00 X—>+00 X
2 —
e i Xj—m{g} [(X% +x—6) = 0, (x? —4) - 0]
-2 X — 0
L, 2X+1 5 . X*+Xx-6 5
poiché lim =— sha lim———=—.
2 2x 4 2 x2—4 4

2 D _ 2
mlog(l+x)_{0}:”m 1 1= _

-0 log(l—x2) | 0] 014 %2 - 2X
1
D 2
. Iimarftgx=[9}=li 14X _lim 21 =1.
-0 X4+ x [0 0 2x+1 0 (1+Xx7)(2x+1)
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OSSERVAZIONE. Se hisogna calcolare un limite del tipo lim f(x)-g(x) , dove f(x) >0 e
X—=>Xo

g(X) - +oo, S puod scrivere

f(X)-g(x)=——= ( X oppure ¥ , chesi presenta sotto laforma B} oppure {f} :
o0
g(X) f(x)
ESEMPIO
2
2(logx)-— ——
lim (x:log? x) = [0- oo]_||m'°9 X Fan—X:|im-m{f}inm—x=o
x—0" E o0 x—0" _ i x—0" 4 o0 x—0" _ i
X x? X x?

OSSERVAZIONE. Se bisogna calcolare un limite del tipo lim[ f (x) — g(x)] , dove f(x) e g(x) di-
X=Xy

vergono entrambea + o o0a —« , s scriveladifferenza [ f (x) — g(x)] sotto formadi quoziente

11
f(X)—g(x) = M ecosl ¢i s riconduce allaforma {%} .
f(x)-9(x)
ESEMPIO
Iim( 1 -ijz[oo_oo]—nmw im0y X
I\ x°-1 x-1 o1 (X2 =D(x=1) v (xX*-=1D(x=1) »r x*-1
ESEMPIO
. (1 snx—-x [0]P . cosx—1 : (cosx—1)(cosx+1)
lim| = ——— | =[o—oo]=lim == =|—|=lim————=1lim— =
x->0"\ X SInX o XSin X 0] x»0"SINX+CO0SX x=0" (SN X+ XCOSX)(COSX +1)
lim (cosx—1)(cosx +1) _lim -sin®x 1 lim -snx 1 0
x>0" (SN X+ XCOSX)(COSX+1) x-0" SINX+ XCOSX COSX+1 o0y .X COSX cosx+1
sinx

. . . sSinXx
s etenuto conto del limite notevole lim ——=1.
x=>0" X

5.3 Estremi rélativi
Siano f(x):(ab) >R ed x, € Ja,b|;
DEFINIZIONE. Diremo che x, € un punto di massimo (minimo) relativo per f(x) se

35 >0:Vxe(ab), [x=x%|<d = F)<F(x) (F(x)=F(x))
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ovvero “localmente”, in un intorno di x,, f(X,) € il massimo (minimo) valore assunto da

f(X).

F (%)= maxf(x)

a

Xty

Vu@:mmu@ Of %8 % %+3 b

Figura5.7

OssSERVAZIONE. Una funzione potrebbe essere priva di estremi relativi, ad esempio se é crescente o
decrescente, inoltre a contrario degli estremi assoluti (minimo e massimo) gli estremi relativi po-
trebbero non essere unici. Nell’esempio grafico (cfr. Figura5.7) f (X) possiede due massimi relativi

e due minimi relativi.

OSSERVAZIONE. Abbiamo osservato come una funzione potrebbe non avere il massimo (minimo)
assoluto; pero se questo esiste, puod essere assunto in un punto qualsiasi dell’intervallo di definizione
compresi gli estremi.

Evidenziamo che gli estremi relativi per definizione sono sempre interni all’intervallo di defini-
zione, ed in particolare, mentre un estremo relativo non é detto che sia assoluto, un estremo assol uto
e anche relativo se assunto in punto interno all’intervallo di definizione. Nell’esempio grafico (cfr.
Figura5.7) lafunzione f(x) possiede massimo assoluto che é anche relativo mentre il minimo as-

soluto (f (a)) non erelativo.

Teorema 5.10 (di Fermat) Sano f(x):(a,b) >R ed x, € |a,b[punto di massimo (minimo) rela-
tivo, alloraseesiste f'(x,) = f'(X,)=0.

Dimostrazione: Dalla definizionedi x, punto di massimo relativo per f(x) s hache
38 >0:Vxe(ab), [x-%|<8 = f(X)-f(x)=<0.
F(x) = (%)
X— X,
X, < X< X,+0 edenonpositivoper ogni x taleche X, -8 < X<X,.

Pertanto il rapporto incrementale € non negativo per ogni X tale che

Dai teoremi di confronto sui limiti risulta  f, (x,) <0 ed f (x,)>0.
D’altra parte poiché, per ipotesi esiste f'(x,), € necessario che f (x,)=f (x,) da cui
I’asserto.
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Teorema5.11 9a f(x):(a,b) >R continua e sia x,<]ab[ . Supponiamo che esista
f'(x) vxelab[-{x} ed esista & >0 tale che f'(x)>0 Vxe %, —8,%|
f'(X) <0 Vxe ]x, %, +8 [ allora x, &un punto di massimo relativo per f(x).

Dimostrazione: Essendo f'(x)>0 Vxe]x,-8,% [ la funzione f(x) & crescente in
o =8, %] pertanto f(x)< f(x) Vxel, —8,%] ed analogamente poiché
f'(X)<0 Vxe]x, %, +8[ risulta f(x) decrescente in [%. % +8[  pertanto

f(X)> (%) Vxe K% +8 [.
Si e cosi determinato un intorno completo di x, dove f(x) < f(x,) cioé X, € un massmo rela-
tivo per f(X).

OssSeERVAZIONE. Analogamente vale una condizione sufficiente per I’esistenza di un minimo relati-
VO.

ESEMPIO
Determinare gli eventuali estremi relativi dellafunzione f(x) = xlog® x. Lafunzione & definita

in J0,+ o[, risulta

2xlog x

f'(x) =log®(x) + =log® x+ 2logx = (log x)(log x + 2)

f'X)>0 < (logx)(logx+2)>0 < Xe:|0,i2[ oppure Xe]1,+oo[ ed
e

f'X<0 < XE}%,l{,
e

in definitiva

f1(x)

Figura5.8

da cui x:i2 e un massimo relativo per f(x), x=1eunminimo relativo per f(X).
e

5.4 Concavita, convessita e fless

Sia f(x):(a,b) > Rcontinua esia x, € |a,b[ taleche esista f'(x,).
Consideriamo t: y= f(x,)+ f'(x,)(x—X,), larettatangentea graficodi f(x) in (X,, f(X,)).
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DEFINIZIONE. Diremo chein B, = (X,, f(X,)) lafunzione f(x) & convessa (concava) o cheil gra-

ficodi f(x) volge la concavita verso I’alto (verso il basso) se
38 >0:Vxe(ab),con [x—x|<8 = F(X)> (X)) + F'(X)(X—X,)
(FO) < F0x) + £ (%) (x=X,));
ovveroinunintornodi P, (locamente), i punti del graficodi f(x) giacciono a di sopra (sotto)

dellarettatangenteil graficoin P,

A

Figura5.9

Se, invece, in P, non e verificata nessuna delle due precedenti disuguaglianze, il punto P, é det-
to punto di flesso per f(x), ovveroin un qualunque intorno di P, il grafico della funzione cambia

concavita passando per tale punto:

»
>

b x

Figura5.10

DEFINIZIONE. Diremo che f(x) & convessa (concava) in (a,b) se & convessa in ogni

P = T0(%0)), X E]a,b[ .

y
(@

O| a\/ b

Figura5.11 (a) grafico di unafunzione convessain (a,b) ; (b) grafico di unafunzione concavain (a,b).

o3
X'y

aol

X'y
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5.5 Derivata seconda

Sia f(x):(a,b) > R esupponiamo cheesista f'(x) Vxe Jab[ .

Fissato x, < Jab[ se esisteed &finitoil lim—— )= (%)
X—>Xg X_XO

re e, per definizione, lo chiameremo “derivata seconda” di f(x) in X,.

, denoteremo con f''(x,) talevao-

OSSERVAZIONE. Ovviamente, laderivatasecondadi f(x) in x, non e altro che laderivata della
funzione f'(x) nel punto x,:
F"(%0) = DL (X)), -

Se Vx, € Ja,b[esiste ' (x,), definiamo “funzione derivata seconda” di f (x), e ladenotere-
mo con f''(x), lafunzione che ad ogni
X € Jab[ = (%)

ESEMPIO
Sa f(x)=x":R—>R.Risulta f'(x)=4x*; f"(x)=D[f'(X)] = D(4x>) =12x>.

Teorema5.12 Sa f(x):(a,b)—> R, supponiamo che 3 f'(x), f"(x) in Jab[ , allora se
f'(x)>0 (f"(x)<0) in Ja,b[ allora f(x) &convessa (concava) in (a,b).

Corollario 5.13 Sa f(x):(a,b) > R,x, € Ja,b[; supponiamo che 3f'(x) in Ja,b[,f"(x) in
Ja,b[-{x, }, edinoltre
>0 in Jx,—-8,% [

36 >0: f"(x){<0 in ]xo,x0+8 [

allora (X,, f(X,)) €un punto di flesso.

Dimostrazione: Dal teorema precedente, f(x) & convessa in (X,—06,%,)ed € convessa in
(%o, X, +90) , pertanto il grafico dellafunzione nel passare per (x,, f (X,)) cambiaconcavita.

Teorema5.14 Sa f(x):(a,b) >R, x, € |a,b[ ; supponiamo che 3 f'(x) in Ja,b[ , f'(x,)=0
ed 3f"(x,)>0 (<0) allora x, @un minimo (massimo) relativo.

ESEMPIO
Determinare la concavita, convessita e gli eventuali flessi dellafunzione f(x) = log(x® +1) .

Lafunzione log(x? +1) @definitain ]-oo,+oo |, risulta:

2X
f'(x) =
() x> +1

vxeR ed
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2(x* +1)-2x(2x) _ 2x*+2-4x>  2-2x*
(x* +1)? (x* +1)? (x*+1)?
Poiché f"(X)>0 < 21-x*)>0 < -1<x<1 e

fr(x) =

f"(X)<0 < x<-1,x>1 dha:

- + -

f*(x)
M Y M
Pertanto f(x) &convessain [-11] ed €concavain }-o0,—~1] ein [1,+] .
Inoltre B, = (-1,log2) e P, = (1,log2) sono punti di flesso.

5.6 Asintoti al grafico di unafunzione

DEFINIZIONE. Sa f(x): X >R, X <R, X #®; sul piano cartesiano assegnata la retta r e trac-
ciato il grafico della funzione data (G; ), diremo che laretta @ un asintoto di G, sela distanzatrail

generico punto P =(x, f (X)) € G, e la retta “tende” ad essere nulla in corrispondenza al movimen-
to di x, ovvero la retta tende ad appoggiarsi al grafico senza “toccarlo”.

Si possono presentare tre diverse situazioni:

e Agintotoverticale:
Sia f(x):(a,b)—{xo}—>R; se lim f(x) =+ |, laretta x = X, S dice un asintoto verticale per
X—>Xg

il grafico della funzione; graficamente la distanza tra il generico punto P =(x, f (X)) €G; ela
retta X=X, diminuisce a tenderedi xad x,( (limd(P,s)=lim|x-x,[=0).
X=Xy X=X

In figura e descrittalasituazione lim f(x)=+c , lim f(x) = —o0 :
X=X

X—>Xg

v

Figura5.12 A§ ntoto verticale.
ESEMPIO
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Sia f(x) =§:]—oo,+oo[— {0}, risulta

.1 1 . : .
lim=—=-0 e lim—==+0 pertanto x=0 eunasintoto verticae per G;.
x—=0" X x—=0" X

e Asintoto orizzontale
Sia f(x) una funzione definita in X non limitato sup. €/o inf.., per esempio (a,+oo[; se

lim f(x) =1, laretta s:y =1 s dice asintoto orizzontale destro per il G, ; graficamenteladi-
stanzatra il generico punto P=(x, f(x)) e G, e laretta s (d(P,s)=| f(x)—1|) tende a dimi-
nuire (senza ma annullars) man mano che X cresce (nota che

limd(P,s)=lim|f(xX)-1[0).
Osserviamo che al “finito” G, ed s possono intersecarsi in quando la condizione espressa dal

lim f(x) =1 evalidaper x “grande”.

X—>+00

Figura5.13 Asintoto orizzontal e destro.

Se f(x) &definitoin uninsieme X non limitato, ad esempio I’intervallo |- oo, + [ , lacur-
va y= f(x) puo ammettere due asintoti, uno relativo all’intervallo (0,+ o[ (asintoto orizzon-
tale destro) ed uno relativo all’intervallo ] —,0) (asintoto orizzontale sinistro). Asintoti che,
ovviamente, potrebbero essere distinti.

ESEMPIO
. X+1 o X+ X . .
Sia f(x) = 2= ]~ o040 [ {0} ; poiché lim 2= =1, laretta y=1 &un asintoto orizzonta:
X X—>to0 X

le destro e sinistro per il grafico dellafunzione.

e Asintoto obliquo

Sia f(x):(a,+oo[—>]R e gSa assegnata la retta obligua r:y=mx+n (m=0); se
lim f(x) =+ s prova che condizione necessaria e sufficiente affinché r sia un asintoto (obli-
quo) destro per G, echerisulti: m= Iimw ;o n=lim[f(xX)—mx] .

X—>+00 X
Anche in tal caso alla parola “asintoto” diamo il significato visto in precedenza, ovvero al cre-
sceredi xil punto P = (X, f (X)) € G, hadistanzadar che tende ad essere zero, ovvero G, ten-
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de ad “appoggiarsi” ad r senza mai intersecarla. Al solito la situazione descritta € valida per x

“grande” infatti G, ed r possono avere “al finito” intersezione :

Figura 5.14 Asintoto obliquo destro.

Come osservato per I’asintoto orizzontale, se f(x) e definitain ]—oo,b) e possibile che esista

un asintoto obliquo sinistro, del tutto differente da quello destro.

OSSERVAZIONE. Ovviamente, |’esistenza dell’asintoto orizzontale preclude quella dell’asintoto o-

bliquo.
ESEMPIO
- X2 +1 . X241
Sa f(x)= . oo, +o|— 1§ ; poiché lim =+
() X+1 } [ { } P x—>t0 X4+ 1
2 2
lim 2 +1-1:1, lim| X +1—x = Iiml—X:—l,
x->to X4+1 X x>t X471 x—t0 X 4+ 1

laretta y=x—1 éasintoto obliquo destro e sinistro per G; .

5.7 Studio del grafico di unafunzione

e

| risultati di questo capitolo ci permettono di studiare etracciareil grafico di unafunzione f(x).

| passi da seguire atale scopo sono :

e Sidetermina I’insieme di definizione o dominio della funzione f(X);

e S esamina se la funzione gode di qualche simmetria; ad esempio se € una funzione pari
(f(=x)=f(X) vxeD) o e unafunzione dispari (f(-x)=-f(x) VxeD) ,inta caso e

possibile studiare f(x) solo, ad esempio, per le xe D N {x > 0};

e Sistudia seepossbilefarlo, il segnodi f(x) es calcolano le eventuai intersezioni del grafico

G, congli ass cartesiani ;

e Sistudiail comportamento a limitedi f(x) es determinano gli eventuali asintoti;
e Sideterminano gli intervalli di monotoniadi f (x), dovelafunzione e crescente o decrescente e
gli eventuali estremi relativi studiando il segno delladerivataprima f'(x);
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e Si determinano la concavita, convessita e gli eventuai punti di flesso, studiando il segno della
derivata seconda f''(X) ;

e Siriportano ndl sistema di riferimento cartesiano le informazioni ottenute nel passi precedenti e
s disegnail grafico dellafunzione;

Secondo tale schema ricaviamo i grafici, gia disegnati nel Capitolo 1, relativi ale funzioni ele-
mentari a* e log, x nel caso, ad esempio, a=e.

a Saf(x)=€; la funzione assegnata & definita per xe oo, +o[. Risulta

e>0 VvxeR = G, non interseca I’asse X, mentre f(0)=€’=1 pertanto G, interseca
I’asse y nel punto (0,1).
La funzione non presenta simmetrie, essendo

1 {exzf(x)

f(-xX)=e"=—= —eX:—f(x)'

eX
Comportamento a limite: lime* =0 = y=0 asintoto orizzontale sinistro

X—>—00

ime*=+0 = 37 asintoto orizzontale destro;

X—>+00
R - L . . . . N
poiché lim —=1lime‘=+0 = 37 asintoto obliquo destro ; inoltre non esistono asintoti ver-

Xootoo X Xertoo
ticali.

Calcoliamo f'(x) per xeR ; risulta

f'(x)=D[e’]=€>0 VxeR, pertanto f(x) crescein J-oo,+ oo e quindi non ha estremi re-
lativi.

Cacoliamo f'"(x) per xeR ; risulta f"(X)=D[e*]=€">0 VxeR pertanto f(x) &
convessain |- oo, +oo.

Leinformazioni precedenti sono riassunte nel seguente grafico

I (B

S X

Figura5.15 grafico di €°.

b. Sia f(x)=Ilogx; la funzione assegnata € definita in D =]0,+o[. Risulta che
logx>0 < x>1 ed logx=0 < x=1, petanto f(X)>0 Vxe]l +o[ ,
f(X)<0 V¥xe]0,1f e G, intersecal’asse X nel punto (1,0).
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Poiché x > 0 non abbiamo intersezioni con I’asse y . Lafunzione non presenta simmetrie, in-
fattise x>0 = —x<0 equindi non hasenso cacolare f(—X).

Comportamento al limite:

limlogx=—-0 = x=0 easintoto verticale destro;

x—0"
. . . ... . logx P
lim logx=+0 = A asintoto orizzontale destro e poiché |lim —— =

li
X—>+00" X—=>+o X X—>+0

asintoto obliquo destro .

1:O = 7
X
Calcoliamo f'(x) per x>0 ;risulta f'(x):D[Iogx]:1>0 Vx>0 pertanto f(x) cre-
X
sce in 0, + o[ equindi non haestremi relativi .
Cacoliamo f"(x) per x>0 : risulta f“(x):DF}:—iz<0 vx>0 pertanto f(x) &
X X

concava in ]0, + oo [ . Riassumendo leinformazioni ottenute nel diagramma cartesiano si ha

1,00 >

Figura’5.16 Grafico di log x.

ESEMPI

1
Studiare etracciare il grafico della seguente funzione f (x) = xet*.

Lafunzione &definitain D ={xeR:1-x#0}=]-00,1[U]L+x] .

1 1
Risulta xe™*>0 < x>0,x#21 e xe™*=0 < x=0 petanto f(xX)>0 in
10,1Ju]L,+o[ ed f(X)<O in ]-o,0[ ; ilgrafico della funzione interseca I’asse X nel
punto (0,0) . Lafunzione non presenta alcuna simmetria.

Studiamo il comportamento al limite per determinare eventuali asintoti:
1 1

. 1 . — . — . .
lim—— =%, dacui limxe**=0 e Ilimxe* =+0w ; concios hachelarettadi equa-
x->1F 1 — X x—1* x—1"
zione x =1 éasintoto verticale sinistro;
1

lim xel* =+co per cui non esistono asintoti orizzontali.

X—>+o0
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1

1-x

: : . o XEe
Ricerchiamo gli eventuali asintoti obliqui: lim

X—>to0 X

X—>+o0 X0 X—>o0 1 1—Xx

1 1 <
Iimxe“—x:limx[e“—lJ:Iime1 1 X =1

. oex_1  e¥-1 . X
essendo |im =lim =1e lim—=-1;
X—>+ o0 1 y—0 y xote ] — X

1-x
pertanto larettadi equazione y=x-1 €& asintoto obliquo sinistro e destro per il grafico della

funzione .Calcoliamo f'(x) per x=1:

1
1 1 1 Iy

f'(x)=D| xet* |=et* 4+ xeb-x. 1 > = e
1-x° @-x

= (¢ =x+1);

f'(X)>0 < x<Lx>1, dacui
1

+ +
f'(x) I P

equindi f(x) crescein J-o0,1] ein ]1,+ o[, non haestremi relativi.

Cacoliamo f'(x) per x=1:

f,,(X)ZD{el}X (xz—xtl)}el}{ 1 2'(xz—x+21)+(2x—1)(1—x)2+2(x42—x+1)(1—x) _
(- 1-x" (1-x (1-%)

.
a1

f'X)>0 < 2-x>0 < x<2,dacui

f(x)
U U A
equindi f(x) econvessain }-0,1[UL2]
ed éconcavain ]2,+oo[;
il punto B, =(2, f(2)) &un punto di flesso.
Il graficodi f(x) éil seguente:
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v

1

Figura5.17 Graficodi f(x) = xel .

X2

X—3
Lafunzione édefinitain D ={xeR:x—3#0}=]-00,3[U]3+o].
2

e Studiare etracciare il grafico della seguente funzione f(x) =

Risulta >0 se x> 3, pertanto f(x) >0in ]3,+o[, f(X)<0in ]-«,3[. Il G, interseca

xX—-3
Iasse X nell’origine del s.d.r.. Lafunzione non presenta alcuna simmetria

Studiamo il comportamento al limite per determinare eventuali asintoti:
2
lim =+o00 = X =3 easintoto verticale,
x-3* X—3
2 XZ

=+00 = A asintoto orizzontale dx. e sx.;

lim

X>t0 X — 3 xodw

ricerchiamo gli eventuali asintoti obliqui:

2
m= Iimx;?’:l; n=lim —x=lim 3—)(3:3, pertanto laretta y = x+ 3 € asintoto obli-

X—>+oo X X—>*Fo0 X— X—>*to0 X—

guo destro e sinistro.

Cacoliamo f'(x) per x=3:
2X(x-3)-x* _ X*—6X .
(x-3)* (x=3?*'

f(X) >0 X2 —6x>0e x<0,X> 6 (%)

f(x) =

+ - - +
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equindi f(x) crescein ]—o,0[ ein ]6,+ [, decrescein ]0,3[ein ]3,6[; i punti (0,0)
(6,12) sono rispettivamente di massimo relativo e di minimo relativo.

Calcoliamo f"(x) per x=3:
(2x-6)(x—3)* —2(X* —6X)(X—3) _
(x-3)* )

18 3
f"(x)

f"(x) =

f'(X)>0< x>3

quindi f(x) econvessain [3,+« [ ed econcavainequindi f(x) &convessain J-,3[, non ha
fless.

Il graficodi f(x) eil seguente

v

X2

Figura5.18 Graficodi f(x) = —3 .
X_
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Capitolo 6. Integrazione

6.1 Integrale Indefinito

DEFINIZIONE. Sa f(x):(a,b) > R; lafunzione F(x):(a,b) > R s dice primitiva della funzione
f(x) se F(x) ederivabilein (a,b) ed
F'(X)=f(x) Vxe(ab).

OSSERVAZIONE. In generale non tutte le funzioni sono dotate di primitiva, ad esempio consideriamo

1 se x>0
f(x)= ‘R—->R.
-1 se x<0

Se F(x) eunaprimitivadi f(x) alora
F'(xX)=f(x) vxeR,

in particolare F'(x)=1 vx>0 da cui dceR:F(X)=x+¢c, Vx>0 ed
F'(x)=-1 vx<0 dacui 3c,eR:F(X)=Xx+c, Vx<O.
D’altra parte, poiché F(x) e continua (in quanto derivabile) in X, =0, segue

F(0) = leT F(x)= XILT F(x) ovwero F(0)=c, =c,.
Pertanto

X+c s x>0

FX)=4 ¢ s x=0 equind  F(x)=|x]+c VxeR.

-X-¢ s x<0
Se nericava che |x|: F(X)—c, VxeR eallora poiché differenzadi due funzioni derivabili,
|X| sarebbe derivabilein x, = 0: assurdo!
Ne consegue una contraddizione, ovvero f(x) non haprimitive.

DEFINIZIONE. L’insieme delle primitive di f(Xx) si chiama “I’ integrale indefinito” di f(x) elo s
denota con il ssmbolo
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[fooax €[ T(ydy=[ftd=..)
Tale insieme che, come osservato, potrebbe essere I’insieme vuoto é caratterizzato dalla

Proposizione 6.1 Sa f(x):(a,b) >R esia F(x) unaprimitivadi f(x) allora
If(x)dx=F(x)+c.
La suddetta eguaglianza é intesa dal punto di vistainsiemistico.

Dimostrazione: Sia G(x)ejf(x)dx , dlora G(x) e definita e derivabile in (a,b) con
G'(x)=f(X) Vxe(ab).

Poiché G(x) ed F(x) possiedono la stessa derivata, differiscono per una costante (Corollario
56) ovveroda eR:G(X)=F(X)+a Vxe(a,b), per cui G(x) appartiene all’insieme
{F(x)+c, ceR}.

Viceversasia ¢, e R e consideriamo F(X)+c,; poiché

D[F(x) + ¢, ]= D[F(X)] + D[c,] = f(x), lafunzione F(x)+c, € j f(x)dx.

Cio completa I’asserto.

Come abbiamo fatto per la derivazione, presentiamo gli integrali delle funzioni elementari e la-
sciamo al lettore laloro immediata verifica

X
o+l

o+l

e Sea=-1, J.x“dx: +C

Il dx = log|X|+ ¢
X

Iexdx:ex+c

jcosxdx = Senx+C

Isin XdX =—COSX+C

j(LHgZX)jX:-[coizde:tg X+C.

6.1.1 Regole di integrazione

Le seguenti formule sono eguaglianze insiemistiche, ovvero sono intese nel senso che ogni ele-
mento che appartiene all’insieme definito dal primo membro appartiene anche all’insieme definito
dal secondo membro e viceversa, sottintendendo che se uno dei due insiemi e vuoto alora anche
I’altro deve essere privo di elementi.

Siano f(x),g(x):(a,b) >R, a,p,keR:

i. se keR-{0}, j kf(x)dx:kjf(x)dx (omogeneita dell’integrale indefinito);



Integrazione 115

ii. se admeno una delle due funzioni f(x) o g(x) € dotata di primitiva
J'[f (X) + g(x) Jox = I f () dx + J' g(x)dx (linearita dell’integrale indefinito).

Ddlel) e 2) s ricavalaformula di integrazione per decomposizione in somma
[l 09 +B g0 Jdx=a [ f(x)dx+ B [ g(x)dx
ed, in particolare, dalla2) se u(x) e v(x) sono due funzioni derivabili in (a,b), ricaviamo lafor-
muladi integrazione per parti
ju(x) V' (X)dx = u(x) - v(x) —ju'(x) -V(X) dX.

ESEMPI
a _[(3x2 +sinx)dx = Sfxzdx+jsin xdx = x® —cosx+c.

b. Jxexdx: xe* —Iexdx= (x=De*+c
posto u(x)=x, u'(x)=1,
Vi(X)=¢€e*, v(x)=¢e".

C. '[sinz xdx:jsinxsin Xdx =—sinx cosx+jcos2 Xdx =
=—sinx cosx+J.(l—sin2 X) dX = —SiN XCOSX + X—Isin2 X dx

posto u(x)=sinx, Uu'(X)=cosx,
V'(X) =sinX, V(X)=—CO0SX;

. : . o . 1. X
da cui stnzxdx:—snxcosx+x+c e quindi J'smzxdx=—§smxcosx+§+c.

Infine vogliamo enunciare le formule di integrazione per sostituzione::
1° formula di integrazione per sostituzione:

sano f(x):(ab) >R, o(t):(c,d) > R derivabile, tae che codp(t) c (a,b) dlora

[T -eod=(1oa)

() '
2° formula di integrazione per sostituzione:

sep(t), in aggiunta alleipotesi precedenti, € dotatadi funzioneinversay (x) allora
[foodx=(fe)-o (t)dt)du(x).

ESEMPI
a '|.2te‘2dt = jetz D(t*)dt = ([exdx)xztz =+ C‘X:tz e +c;
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b. jcostdx: (ljcost dt} = 1sint +C
2 2

t=2x

= 1sin 2X+C
t=2x 2

posto 2x=t, X=—, dx:%dt.

Dalle formule di integrazione per sostituzione e dagli integrali delle funzioni elementari ricaviamo i
seguenti integrali indefiniti:

- seax-1 [pOFe'®d=(x ) I LI0) R

=p(t) a+l

I%(:))dtzlog|(p(t)|+c

Ie“’(t)(p'(t) dt=e"® +c
[Isne®]-'(t)dt = —coso(t) +c
[Tcosp (t)]-¢'(t) ot = sing(t) +
I[L+tg2(¢(t))}jt =tg(p(t)) +cC.

6.2 Integrale Definito: || problemadelle aree

DEFINIZIONE. Sa f(x):[a,b] > R continua, f (x) >0 Vxe[a,b]; s chiama Rettangoloide relativo
ad f(x) di base [a,b] il sottoinsieme del piano

R ([a.b]) ={(x,y)e RxR:xe[ab], 0<y< f(x)}

<!

O

Figura 6.1 Rettangoloide relativo ad f(x) di base [a,b].

Anaogamente data g(x) :[a,b] > R continua, con g(x) <0 Vxe[a,b] s chiama pure rettan-
goloiderelativo a g(x) di base [a,b] il sottoinsieme di R?

R,([a,b]) ={(x y) e RxR:xe[a,b], g(x)<y=<0}
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Figura 6.2 Rettangoloide relativo ag(x) di base [c,d].

E importante sapere che & possibile calcolare I’area di R, ([a,b]) (e quindi di R,([a,b]) ) basan-
dosi sul metodo introdotto da Archimede nel 111 secolo a.C.. (metodo di esaustione).

In generale assegnata F(x):[a,b] > R continua,
e possibile decomporre [a,b] in un numero finito di
sottointervalli  [x ,,x] (i=1..,n) a due a due
privi di punti interni in comune in maniera tale che
F(x) sa di segno costante in ciascun

[x ,,x] Vi=L1..,n , cosl da poter considerare
R. (x_,.x]) (cfr. Figura6.3).

n

A

y

A

Figura6.3

DEFINIZIONE. Poniamo jb. F(x)dx=>) segF(x)-areaR: ([%_5,%])

i=1 [%1.%]

dove seg F(X) = {

[%_1.%]1

+1 se F(X)20 in [X4,%]

-1 s F(¥)<0 in [X_.x]

Tale definizione, ovviamente, non dipende dalla decomposizione di [a,b] . In particolare, se

F(x) >0 in[a,b]

j!F(x) dx=areaR: ([a,b]).

Per definizione, infine, poniamo _[F(x) dx=0.

6.2.1 Proprieta dell’integrale definito

e Additivita dell’integrale rispetto all’intervallo: Sia f(x):[a,b] > R continua, c e ]a,b[ alora

b

a

jf(@dx:jf(@dx+if(@dx.

Ladimostrazione eimmediatanel casoincui f(x) >0 inquanto
area R, ([a,b]) = area R; ([a,c]) + area R, ([c,b]);
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il lettore esamini il caso generale.
» Teoremadellamedia: Sia f(x):[a,b] > R continua, allora 3 x, €[a,b] taleche

b
[ f(9dx=f(x)(b-a).
« Proprieta distributiva dell’integrale : Siano f (x), g(x):[a,b] > R continue; o, B € R allora

j[a f(x)+B g(x)]dx:ocJ.f(x)dx+B.[g(x)dx.

Concludiamo il capitolo con due teoremi importanti : il primo stabilisce un legame tra I’integrale
definito e I’integrale indefinito, il secondo ci fornisce una formula utilissima per il calcolo
dell’integrale definito.

Teorema 6.2 (Esistenza della primitiva) : Sa f (X): (a,b) > R continua, allora essa e dotata di
primitive.

Dimostrazione: Sia F(x):(a,b) > R definita da
FO)=[f)d, xe(ab).
Xo

La definizione di F(x) ha senso, infatti fissatox e (a,b) la funzione f(t) e continua
nell’intervallo di estremi X, X per cui Jf(t)dteR .
X
Proviamo che F(x), detta funzione integrale di f(x) con origine in x,, & una primitiva di
f(x), ovveroche F'(x)= f(x) Vxe(a,b).
Sia x e (a,b), consideriamo il rapporto incrementale di F(x) inx:

[t (t) dt - x f(t) dit X f(t)dt+x+hf (t) dt - x f(t) dit
Fx+h)-F() _ x{ j :x[ I I _
h h h

fFE,)h
h
Abbiamo utilizzato I’additivita rispetto all’intervallo dell’intervallo dell’integrale definito ed il
teorema dellamedia.
F(x+h)-F(x)
h

=f(&,) con &, compresotra x ed x+ h.

Pertanto LI_I‘)T(')] :nggf(gh).

Poiché &, € compresotra x ed x+ h , al tenderedi hazero, §, - X (teoremade carabi-
nieri) , alora Ihingf(ﬁh) = f(X) (essendo f(x) continua).
Si deduce, allora, che 3F'(x) ed F'(X)= f(X).

Teorema 6.3 (Teorema fondamentale del calcolo integrale) : Sa f (x):[a,b] » R continua, e sia
G(x) unaprimitivadi f(x) allora
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T f(x)dx = G(b) - G(a) .

Dimostrazione: Consideriamo F(x) :J' f(t)dt vxe[a,b]; da teorema precedente F(x) € una pri-
mitivadi f(x), alora3a eR t.c. F(X)-G(x)=a Vxe[a,b], inparticolarese x=b alora

T f(t)dt = F(b) = G(b) - G(a) .

ESEMPI
= Calcolare I’area del rettangoloide relativo ad f(x) = x> +2 di base [0,].
. L > 1 1 .07
Risulta area R, ([0,1]) = J.(xz +2)dx = [—+ ZX} =—4+2=—.
0 3 . 3 3

2
- Cdcolare |xlog(x+2)dx.
1

Lafunzione f(x)=xlog(x+2) e definitae continuain ]-2,+0[ , pertanto & continuain

X3

+2

dx

. X2 1
[-1, 2]. Risulta leog(x+ 2) dx=7log(x+ 2)—§I <

posto u(x) =log(x+2) , u'(x):ﬁ

V'(X) = X, v(x):x—z2 .

Poiché

x+2 —.[( 4)d J.—dx_.[(x 2)dx+4'[—dx_

=X?—2x+4log|x+ 2+c
siaha
2

J'xlog(x+ 2)dx:X7Iog(x+ 2)—%x2 +Xx—2log(x+2)+c

2 2 2
e quindi I x log(x+2)dx = X?Iog(x+ 2) —%xz + X—2log(x+ 2)} :
- -1



