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Capitolo 1. Richiami di teoria elementare

1.1 Cenni di teoria degli insiemi

Il concetto di  “insieme” è un concetto primitivo, cioè uno di quei presupposti o assiomi che in
matematica costituiscono i fondamenti e dei quali non è data alcuna definizione.
Intuitivamente si può pensare ad un insieme come agli elementi che lo costituiscono, accomunati da
una stessa natura o proprietà. Indicheremo gli insiemi con le lettere in maiuscolo (A,B,C,X,Y…)
mentre gli elementi di esso verranno indicati in minuscolo (a ,b, c, x, y…). Per indicare che un ele-
mento appartiene ad un insieme, scriveremo Aa ; per indicare che un elemento non appartiene ad
un insieme  scriveremo Aa .

DEFINIZIONE. L’insieme privo di elementi è detto insieme vuoto e lo indichiamo con il simbolo  .

Dati due insiemi A e B se gli elementi  di A appartengono anche all’insieme B
):( BxAxogniper   scriveremo che :

BA  (A è contenuto in B) oppure AB   (B contiene A).

DEFINIZIONE. A si dice sottoinsieme proprio di B se BA   ed esiste almeno un elemento di B che
non appartiene ad A ( ,)(: Bxesiste  | (: = tale che) Ax ); in tal caso indicheremo BA .

Se accade contemporaneamente che  e  alloraA B B A A B   cioè i due insiemi sono uguali.
Se A e B non sono uguali scriveremo BA   (A diverso da B).
Si noti che ogni insieme A ha come sottoinsiemi A stesso e  che vengono chiamati sottoinsiemi
banali. Un insieme può essere rappresentato o per elencazione (elencando esplicitamente i suoi ele-
menti) o per proprietà (enunciando la proprietà che i suoi elementi verificano) o tramite i diagrammi
di Eulero-Venn.

ESEMPIO
A = {2,4,6,8}

B = {tutti i numeri interi pari compresi fra 2 ed 8}
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Si noti che se un insieme è costituito da un numero finito di elementi lo si può indicare nei tre
modi possibili; se invece è costituito da un numero infinito di elementi è conveniente indicarlo per
proprietà o tramite diagramma.

1.1.1 Operazioni tra insiemi

DEFINIZIONE. Dati due insiemi A e B si definisce unione tra A e B ( BA ) l’insieme costituito da
tutti gli elementi di A e da quelli di B presi una sola volta se eventualmente sono ripetuti:

  e/oA B x A x B    .

DEFINIZIONE. Dati due insiemi A e B si definisce intersezione tra A e B ( BA ) l’insieme costituito
dagli elementi che contemporaneamente stanno in A ed in B:

 BxedAxxBA  : .

DEFINIZIONE. Dati  due insiemi A e B si definisce differenza tra A e B  (A/B) l’insieme costituito da-
gli elementi di A che non appartengono a B:

 BxAxxBA  ,:/ .

ESEMPIO

Siano    A = {0,
2

1
, 1}     B = {-3, 0, 2 }.

Si ha:   AB = {-3, 0,
2

1
, 1, 2 }

AB = {0}

  A / B =  {
2

1
, 1}

  B / A = {-3, 2 }.

Attraverso la rappresentazione grafica dei diagrammi di Eulero-Venn, lo stesso esempio diventa:

A

B

Da questo esempio si può notare che )()/( BABAA  ; ABBA     mentre
ABBA //   ; questo significa che le operazioni di unione ed intersezione sono operazioni commu-

tative, mentre la differenza non lo è.

 1/2               0
A/B

AB
     1

             0

2    6
  8    4
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DEFINIZIONE. Dato un insieme A chiameremo insieme delle parti di A, P(A), l’insieme costituito da
tutti i sottoinsiemi di A (compresi quelli banali):

P(A)= {X | XA}.

ESEMPIO
Sia A = {1, 2, 3, 4} determinare P(A).
Intanto  ed A stesso appartengono a P(A);
i sottoinsiemi formati da un solo elemento sono : {1}, {2}, {3}, {4};
i sottoinsiemi formati da due elementi sono {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4};
i sottoinsiemi formati da tre elementi sono {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}
quindi P(A) = {Φ , A, {1}, {2}, {3}, {4}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4},
{3,4}, {1,2,3},{1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}}; notare che P(A) contiene 16 (= 42 ) elementi.

OSSERVAZIONE. In generale, se un insieme X ha r elementi allora P(X) avrà 2r  elementi.

Alcune tra le proprietà di cui godono le operazioni tra insiemi sono:

P1:  A A = A
P2 : A   =   A = 
P3 : A   =  A = A
P4 : (A B) C = (A C) (B C) proprietà distributiva
P5 : (A B) C = (A C) (B C)  “ “
P6 : (A B) C = A  (B C) proprietà associativa
P7 : (A B) C = A  (B C)    “                “
P8 : A / (BC) = (A / B)  (A / C) formula di De Morgan
P9 : A / (BC) = (A / B)  (A /C)    “                “

Dimostriamo, ad esempio, la P9, che essendo una uguaglianza insiemistica va provata facendo
vedere che preso un qualunque elemento appartenente al  primo membro, esso appartiene anche al
secondo membro e viceversa.

Sia )/( CBAx  ; allora Ax  ed CBx  , ovvero Bx  oppure Cx . Da cui Ax   ed
Bx  implica )/( BAx ; Ax  ed Cx  implica )/( CAx .
In definitiva )/( BAx  oppure )/( CAx  perciò )/()/( CABAx  . Viceversa, sia

)/()/( CABAx  : allora )/( BAx  oppure )/( CAx . Se )/( BAx  allora Ax  ed Bx ; se
)/( CAx  allora Ax  ma Cx .

Da ciò )( CBx   ovvero )/( CBAx  .

DEFINIZIONE. Si dice prodotto cartesiano di due insiemi A e B (e si denota con A×B) l’insieme for-
mato dalle coppie ordinate (a,b) con  aA e bB :

A×B ={(a,b) : aA, bB} .

1.2 Teoria dei numeri

Consideriamo adesso particolari insiemi : gli insiemi numerici.

Indichiamo con l’insieme dei numeri naturali
 = {0, 1, 2, 3, ..., n,…};
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in tale insieme vengono definite le operazioni algebriche elementari dirette (somma e prodotto) e le
relative operazioni inverse (differenza e divisione).

Osserviamo che le operazioni inverse non sempre sono eseguibili, infatti dati a e b appartenenti
ad   la loro differenza è quel numero naturale c (se esiste) tale che abc  .
È chiaro che se  allora  :a b c c b a     perché per ogni c intero,

abcabbc  .
Analogamente dati a e b interi non è detto che esista c (risultato della divisione di a per b) tale

che abc  , ovvero che a sia multiplo di b.
Dato che non è possibile in effettuare tutte le operazioni di base, nel senso che il risultato non

è detto che sia un numero intero, viene introdotto l’insieme dei numeri interi relativi 
 = {0, ,...,...3,2,1 n }.

Si guadagna così l’operazione di sottrazione, oltre le due operazioni dirette; ma ancora non è
detto che il quoto di due interi relativi sia ancora dello stesso tipo.

Per tale motivo viene introdotto l’insieme   dei numeri razionali, ossia delle frazioni aventi
numeratore un intero relativo qualsiasi, e per denominatore un intero relativo diverso da zero

: , , 0
m

m n n
n

    
 

  .

È chiaro che   e   .

Ogni numero razionale
n

m
  nel sistema di numerazione decimale si può scrivere come

rrr cccMccccccM 212121 ,.........,  dove M è un numero naturale, rccc ,...,, 21  sono numeri interi

compresi tra 0 e 9 e la barra sopra rccc ...21  indica la periodicità, ovvero il loro ripetersi nella nume-
razione decimale.

L’insieme   ci permette di eseguire tutte le operazioni algebriche di base; ricordiamo che dati
a, b, c,d elementi di  con c e d non nulli si ha:

bd

bcad

d

c

b

a 


bd

ac

d

c

b

a


bcad
d

c

b

a


bcad
d

c

b

a
 0 .

Tuttavia si potrebbe provare che 2 : 2r r    , mentre vedremo che un numero che verifica la

suddetta eguaglianza è la radice quadrata aritmetica di 2 ( 2 ).
Pertanto, si definisce   l’insieme dei numeri reali, ampliando   con quei numeri che non si

possono esprimere sotto forma di frazione, come 2, ,e (numeri irrazionali):

 = 2, , ,.....e  .

Chiameremo numero reale il seguente simbolo: ......, 21 rcccM osservando che se la successio-
ne di cifre decimali dopo la virgola è periodica il numero è reale razionale, altrimenti il numero è ir-
razionale.

Lo zero avrà la seguente rappresentazione 0,00000… ; mentre il numero reale si dirà positivo o
negativo se il segno che lo precede è + oppure – .
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Dato a numero reale si dice opposto del numero a lo stesso numero col segno cambiato (-a).
Due numeri reali a e b si dicono uguali se hanno lo stesso segno, la stessa parte intera e la stessa
successione di cifre decimale, ovvero se, sempre avendo lo stesso segno uno dei due numeri è pe-
riodico di periodo 9 e l’altro si ottiene da questo sostituendo il 9 con 0 ed aumentando di una unità
la cifra che precede il periodo 9, per esempio  +5,319999…= +5,32.

L’uguaglianza fra numeri reali gode delle seguenti tre proprietà:

P1: riflessiva : ,a a a  
P2: simmetrica : , ,a b b a a b    
P3: transitiva : , , , ,a b b c a c a b c      .

Per confrontare due numeri reali distinti non negativi diremo che a è minore di  b e scriveremo
ba  se la parte intera di a è minore della parte intera  di b  ovvero se avendo la stessa parte intera

la prima cifra decimale di a è minore della corrispondente cifra decimale di b e così via. Ovviamen-
te positivorealeaa  0 .

Se a e b sono entrambi reali negativi diremo che a  è minore di b se ab  . Si deduce che
ogni numero reale non negativo è maggiore di qualunque numero reale negativo.

Ricordiamo che la relazione di confronto introdotta in  gode delle seguenti proprietà :

P1: riflessiva : ,a a a  
P2: antisimmetrica : , , ,a b b a a b a b     
P3: transitiva : , , , ,a b b c a c a b c     
P4: tricotomia: aboppurebabase 
P5: se , , ,a b a c b c a b c      

P6:  se








0

0

csecbca

csecbca
ba

P7:  se a e b sono concordi (discordi) )0(0  baba
P8: Assioma di completezza : siano A e B sottoinsiemi non vuoti  di  , tali che

BbAaba  , . Allora esiste almeno un numero reale c tale che BbAabca  , .

In  definiamo le operazioni di somma e prodotto che godono delle seguenti proprietà:

P1: abbaabba  ; proprietà commutativa
P2: )()();()( cbacbacbacba  proprietà associativa
P3: aaaa  1;0 (esistenza dell’elemento neutro)

P4:
1 1 1

( ) ( ) 0,  1               (   0)a a a a a a è il reciproco di a
a a a

          

P5: )()()( cabacba  proprietà distributiva.

Le operazioni inverse sono così definite:

( )  ,a b a b a b     
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1
:   , , 0a b a a b b

b
     .

Osserviamo che :

1.
1

0 0, , 0a a a
a

      ;

2.
1 1

0   , , , 0a b a b a b
a b

       .

1.3 Valore assoluto

DEFINIZIONE. Si dice valore assoluto del numero reale a il numero non negativo così definito:














00

0

0

ase

asea

asea

a .

Da questa definizione si hanno le seguenti proprietà :

P1: 0, ,  | |a x x a a x a        
P2: ,  | |  oppurea x x a x a x a      
P3: | | | | | |   ,x y x y x y    
P4: | | | | | |   ,a b a b a b     prima disuguaglianza triangolare
P5: | | || | | ||   ,a b a b a b     seconda disuguaglianza triangolare

P6:
| |

  , , 0
| |

a a
a b b

b b
   

P7: | |  0 0a a     
P8: | | | |a a a a    
P9: | | | |a a a    .

ESEMPI

 |-2 . 5|  =  |-10|  = 10 e |-2||5| = 2 . 5 = 10

 |-2 + 3| = 1 < |-2| + |3| = 5

 |3 - (-2)| = |5| > ||3| - |-2|| = |3 – 2| = 1.

1.4 Elevamento a potenza

Assegnati due numeri reali α e , cerchiamo di dare significato al simbolo  .

Procediamo per passi:
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1. sia  = n numero naturale; definiamo 
volten

n  ...    ed 0 =1 ( 0 ).

2. sia  = m numero intero relativo, con m non negativo ed 0 , definiamo
m

m





1
.

3. sia
n

m
  numero razionale; per definire la potenza n

m

  introduciamo la radice n-esima di

un numero reale.

1.4.1 Radice n-esima di un numero reale

Sia , 0, , 1a a n n     .

DEFINIZIONE. Si chiama radice n-esima aritmetica di a ( )n a quel unico numero reale positivo b la

cui potenza n-esima da a : nb a .
Si prova che un siffatto numero b esiste. Consideriamo adesso l’equazione nx a con

,a n   .

Tale equazione ammette o meno soluzioni nell’incognita reale x in funzione di a ed n, infatti:
1. se 0a , n intero pari 1n , l’equazione nx a ammette in  , come uniche soluzioni, la

radice n-esima aritmetica di a  ( b = n a )  e l’opposto della radice n-esima aritmetica di a

( b=- n a );

2. se 0a , n intero dispari 1n , l’equazione nx a ammette in  una ed una sola soluzione

data dalla  radice n-esima aritmetica di a  ( b = n a );

3. se 0a , n intero 1n , l’equazione 0nx  ammette in   una ed una sola soluzione che è lo
zero;

4. se 0a , n intero dispari 1n , l’equazione nx a ammette in  una ed una sola solu-

zione (negativa) data dall’opposto della radice n-esima aritmetica di –a ( b=- n a );

5. se 0a , n intero pari 1n , in tal caso l’equazione nx a non ammette soluzioni in  .

DEFINIZIONE: si dice radice n-esima di un numero reale ogni soluzione, se esiste,
dell’equazione nx a , con , , 1a n n    .

1.4.2 Proprietà della radice n-esima

P1:   , 0 ed  intero 1,  e a<0 ed  intero dispari >1
n

n a a a n n n     .

P2: se 00  n aa

          se 00  n aa

          se 0,0  n adisparina

P3: nn aa     con n dispari.

Si ha che xx 2  , pertanto se 0  definiamo )()( n mmnn

m

  .

Osserviamo che
1

00
m

nn ned       .
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Utilizzando l’assioma di completezza è possibile estendere la definizione di
 con  ed 0    .

Elenchiamo alcune proprietà delle potenze:

P1:   
P2:   )(

P3: 0
P4:    ,1

P5:    10

P6: 


















P7:    )(

P8:













0

01

0

0












se

se

se

se .

Figura 1.1 Grafico della funzione esponenziale xa : (a) caso a>1, (b) caso 0<a<1.

ESEMPI

   1243 aa  ;    105
753 xx 

  
12 732 5 3 10 5 21
7

   ;      ;   s
m

c c c c m s
m

      

 0 1 4
4

1
1                ;          ;k b b z

z
  

  
3 3

7 7 7 7 7
3

g
3 3    ;   .

h

g
a b x a b x

h
         
 

x


y


O O
x


y


  (a)   (b)
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1.5 Logaritmo

DEFINIZIONE. Dati a e b numeri reali a, b >0, 1a  , si definisce logaritmo di b in base a, e lo si in-
dica con la scrittura balog  , l’ unico numero reale soluzione dell’equazione ba x  .

Si può provare che un siffatto numero esiste e, ovviamente, risulta ba ba )(log .

Elenchiamo alcune proprietà del logaritmo:

P1: 01log;1log  aa a

P2: p
a ap )(log

P3: cbcb aaa loglog)(log 

P4: cb
c

b
aaa logloglog 








P5: b
cc

a

a
b log

loglog  (formula di cambiamento di base)

P6: cbcba aa loglog,1 
P7: cbcba aa loglog,10  .

Se a = e  il logaritmo si dice naturale o neperiano e si indica con alog oppure alg ; invece se
a = 10  i logaritmi si dicono decimali  e si indicano con  Log a.

Nell’espressione ...,log 21ccMba   la quantità M   si dice la caratteristica del logaritmo

mentre  la quantità ...21cc    si chiama la mantissa del logaritmo.

Figura 1.2 Grafico della funzione logaritmica log xa : (a) caso a>1,  (b) caso 0<a<1.

ESEMPI

 3 2
2 5log 8 3 perchè 2 8 ; log 25 2 perchè 5 25 ;   


2

4
10 1

2

1 1 1
log 10000 4 perchè 10 10000   ;   log 2 perchè ;

4 2 4
     
 


4 3

2 1

5 2

625 2 625 1
log 4 perchè    ; log 8 3 perchè 8  ;

16 5 16 2

 
           
   

x


y


O x


y


O

  (a)   (b)
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 2 2 2 2 3 3 3

81
log 4 16 128 log 4 log 16 log 128 log log 81 log 243

243
   ;      

 5 3
2 2 3 3

1
log 16 5 log 16      ;      log 9 log 9.

3
   

1.6 Cenni di trigonometria; misura in radianti di un angolo α; sin α; cos α; tg α

Sia α un angolo del piano con origine in O:

.
Figura 1.3

Consideriamo due circonferenze centrate in O di rag-
gio rispettivamente r ed R (cfr. Figura 1.4) e, indichiamo
con l e L, rispettivamente le lunghezze degli archi inter-
cettati dall’angolo α su di esse:

Risulta :

R

L

r

l
 .

Tale  numero, che non dipende dalla circonferenza centrata in O, si chiama la misura in radianti
dell’angolo  . Pertanto un angolo avrà misura di 1 radiante se la lunghezza dell’arco di circonfe-
renza intercettato è uguale al raggio della  stessa circonferenza.

La misura in radianti dell’angolo giro è  2πr/r = 2π da cui deduciamo che l’angolo piatto è π ra-
dianti, l’angolo retto è π /2 radianti e più in generale la formula che ci permetterà di passare dalla
misura in radianti dell’angolo α (α r) alla misura in gradi  (α g) e viceversa:

0360 2
g r

 


 .

Dalla precedente proporzione segue

Tabella 1.1
misura dell’angolo in gradi sessagesimali misura dell’angolo in radianti

360° 2
180° 
90° /2
60° /3
45° /4
30° /6
270° 3/2

O


l L

O r R



Figura 1.4
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Consideriamo ora, un sistema di riferimento cartesiano (cfr il Capitolo 3) e riportiamo l’angolo
 in modo che la sua origine coincida con quella del sistema di riferimento e una delle due semiret-

te che lo generano giaccia sull’asse x


 (cfr. Figura 1.5). Si conviene che la misura di   sia positiva

se la semiretta che genera l’angolo e giace sull’asse x


 ruota in verso antiorario per sovrapporsi
all’altra semiretta (in caso contrario la misura di   sarà negativa).

Sia   la circonferenza avente centro nell’origine del sistema di
riferimento e raggio unitario (circonferenza trigonometrica):

 2 2( , ) : 1x y x y       .

Diciamo B il punto sulla circonferenza intersezione con la semi-

retta libera che genera l’angolo  . Ebbene, l’ordinata ( BH ) e

l’ascissa ( OH ) del punto B si chiamano rispettivamente seno di α
( sin ) e coseno di α ( cos ).

Evidentemente:
1 sin 1 , 1 cos 1 ,         , e si ha:

 sin 2 sink     ;  cos 2 cosk    ,k      .

Applicando il Teorema di Pitagora al triangolo rettangolo di cateti BH, OH, ed ipotenusa uguale
ad uno, si trova la relazione fondamentale:

2 2sin cos 1,      .
Definiamo tangente dell’angolo α (tg  ) il seguente rapporto :

sin
tg  =

cos





che ovviamente ha senso se

cos 0 ,
2

k k


       .

Geometricamente la tangente di α rappresenta
l’ordinata del punto T intersezione tra la retta tangente al cerchio
trigonometrico in A e la semiretta libera che genera α ( tg α =
AT )(cfr. Figura 1.6).

Riportiamo qui di seguito una tabella con i valori di sin ,  cos  e tg   per alcuni angoli di uso
più frequente:

Tabella 1.2

 sin cos tg

15° = /12 4
26 

4
26 

32 

18° = /10
4

15 
4

5210
5

525

30° = /6 1/2 3 /3



O     H

B

A

x


y






O     H

B

A

x


y


T

Figura 1.5

Figura 1.6
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3 /2

45° = /4 2 /2 2 /2 1

60° = /3 3 /2 1/2 3

90° = /2 1 0
non esiste

180° =  0 -1
0

270° = 3/2 -1 0
non esiste

0° = 360° = 2 0 1 0

Ricordiamo, inoltre:

 formule di addizione e sottrazione:

sin( ) sin cos cos sin       

cos( ) cos cos sin sin        ;

 formule di bisezione:

2 1 cos
sin

2 2

 
  , 2 1 cos

cos
2 2

 


2 1 cos
tg

2 1 cos

 






;

 formule di duplicazione :

sin 2 2sin cos     , 2 2cos 2 cos sin   

2

2tg
tg2

1 tg








.

 formule parametriche:

2

2tg
2sin

1 tg
2









  ,

2

2

1 tg
2cos

1 tg
2










 .

I grafici delle funzioni trigonometriche sono i seguenti:

 siny x è una funzione periodica di periodo 2 definita per ogni x , il codominio è [-1,1].
Il grafico interseca l’asse x nei punti della forma k , con k  .
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Figura 1.7 Grafico di sin x.

 y = cos x è una funzione periodica di periodo 2  definita per ogni x , il codominio è [-1,1].

Il grafico interseca l’asse x nei punti della forma 


k
2

, con k  .

Figura 1.8 Grafico di cos x.

 tgy x , definita per
2

x k


   e codominio , è una funzione periodica di periodo  . Il suo

grafico interseca l’asse x nei punti della forma k , con k .

Figura 1.9 Grafico di tg x.

x


y


O

x


y


O

y


x


O
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1.7 Polinomi, equazioni e disequazioni algebriche

DEFINIZIONE. Si chiama polinomio algebrico di grado (o ordine) n una combinazione lineare di po-
tenze intere della variabile x del tipo :

2
0 1 2( ) .... ,  1,...,  , 0n

n i np x a a x a x a x a i n a         .

Osserviamo che il grado del polinomio (deg p(x))  è  la massima potenza con cui compare la va-
riabile x, ad esempio

532)( 23  xxxxp

è un polinomio di ordine 3 (deg p(x)=3). Se 0)( axp   il suo grado è zero.

Si chiama valore del polinomio per x   e lo si indica con p(α)  l’espressione numerica
.......)( 2

210
n

naaaap  
Se 0)( p , α si chiama radice del polinomio.

Assegnato un polinomio algebrico p(x) di grado n si chiama equazione algebrica associata al po-
linomio, e la si indica con p(x)=0, il problema della ricerca delle radici del polinomio.

Osserviamo che  il numero delle radici  dell’equazione algebrica è uguale all’ordine del poli-
nomio contando le radici, anche se complesse e molteplici (Teorema fondamentale dell’algebra).

Teorema 1.1 (I0 Principio d’identità dei polinomi) Due polinomi p(x) e q(x) sono uguali se hanno lo
stesso ordine, ed i coefficienti corrispondenti uguali.

1.7.1 Divisione tra polinomi

Sussiste il seguente
Teorema 1.2 Siano A(x) e B(x) due polinomi con ))(deg())(deg( xBxA  . Allora esiste univoca-
mente determinata la coppia di polinomi Q(x) (quoziente) ed R(x) (resto) tali che

))(deg())(deg()()()()( xBxRconxRxQxBxA  .

Osserviamo che x  è radice di p(x) se e solo se p(x)  è divisibile per (x-α) (cioè il resto della
divisione deve valere zero).

ESEMPIO

Siano 3)( 23  xxxA     e 12)(  xxB ;

eseguiamo la divisione

3
4

0

42

30
2

0

42

12

2

30

2

2

2
2

3

23















x

xx

x

xx

x
x

x

xx
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da cui otteniamo:
42

)(
2 xx

xQ       ed 3
4

)( 
x

xR .

Lasciamo al lettore la verifica che: 





 








 3

442
)12()3(

2
23 xxx

xxx .

Osserviamo infine che note n ,......,, 321  le n radici di p(x)=0  (eventualmente non tutte di-

stinte e non tutte reali) il polinomio ammette l’unica decomposizione
)(......)()()( 21 nn xxxaxp   .

ESEMPIO

Sia 1)( 2  xxp . Esso ammette come radici 1x   e quindi si decompone in ).1)(1(  xx

1.7.2 Equazione algebrica di primo ordine

Si definisce equazione algebrica di primo ordine l’equazione :

0  con , , 0ax b a b a    .

Utilizzando le proprietà dei numeri reali tale equazione ammette l’unica soluzione
a

b
x  .

Infatti: da 0 bax  aggiungendo ad ambo i membri –b risulta bax   da cui dividendo entrambi

i membri per 0a  si ottiene
a

b
x  . D’altra parte è facile verificare che

a

b
x    soddisfa la no-

stra equazione.

ESEMPIO

Risolvere l’equazione 053  x .

Aggiungendo ad ambo i membri -5  e dividendo per -3  si ottiene la soluzione
3

5
x .

1.7.3 Equazione algebrica di secondo ordine

Si definisce equazione algebrica del secondo ordine l’equazione:

2 0  con , , , 0ax bx c a b c a     .

Si chiama discriminante dell’equazione (e lo si indica con il simbolo ) il numero acb 42  .

La risoluzione dell’equazione è legata al segno di  . Si prova che :
 Se >0  l’equazione ammette due radici reali e distinte fornite dalla seguente formula:

a

b
x

22,1


     e quindi )()( 21

2 xxxxacbxax  .

 Se = 0  l’equazione ammette due radici reali e coincidenti  date da
2

2
21 22







 

a

b
xacbxaxed

a

b
xx .
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 Se <0  l’equazione non ammette radici reali (ma ovviamente ne ammetterà due complesse
coniugate).

OSSERVAZIONE. Assegnato il polinomio algebrico p(x), il problema della risoluzione di 0)( xp
si affronta determinando le soluzioni di p(x)=0  ed escludendo tali valori.

ESEMPIO

Per risolvere 0232  xx ,  basterà risolvere 0232  xx . Tale equazione ha come solu-
zioni

2

1

2

13

2

893






x

per cui 2,1  xx   sono le soluzioni del nostro problema.

1.7.4 Sistemi di equazioni

Il  problema della  risoluzione  di   due  o  più   equazioni, ovvero la ricerca dei valori da dare
alla variabile x per soddisfare contemporaneamente le equazioni assegnate

0)(,,0)(1  xpxp r    si chiama sistema  e lo si indica nella maniera seguente:













0)(

0)(1

xp

xp

r

 .

ESEMPIO
Si consideri il sistema:








01

012

x

x
,

la prima equazione ha come soluzioni 1x   mentre la seconda equazione ha soluzione 1x .
Quindi il sistema ammette come unica soluzione 1x .

OSSERVAZIONE. Un sistema potrebbe non avere soluzioni, quando le singole equazioni che lo com-
pongono non hanno soluzioni o non hanno soluzioni a comune. Un sistema, infine, potrebbe presen-
tarsi nel seguente modo :













0)(

0)(

xq

xp

 .

1.7.5 Equazioni fratte

Assegnati i polinomi p(x)  e  q(x), si chiama equazione fratta l’equazione 0
)(

)(


xq

xp
.

Essa è equivalente al sistema:







0)(

0)(

xq

xp
.

ESEMPIO
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


















1

2,1

01

023
0

1

23 22

x

xx

x

xx

x

xx

quindi l’unica soluzione dell’equazione è x = 2.

1.7.6 Disequazioni algebriche

Sia p(x) un polinomio di ordine n . Si chiama disequazione algebrica il problema della ricerca
dei valori di x per cui è soddisfatta una delle seguenti relazioni:

0)(;0)(;0)(;0)(  xpxpxpxp  .
Osserviamo che sarà sufficiente saper risolvere ad esempio la disequazione 0)( xp  (ed è que-

sto il caso in cui, in seguito, analizzeremo la risoluzione dei vari tipi di disequazione).
Infatti:

0)(0)(  xpxp  ; 0)(0)(0)(  xpexpxp .

1.7.7 Disequazione algebrica di primo ordine

La forma generale di una disequazione algebrica di primo ordine è del tipo:
0,0  abax  .

Dalle proprietà dei numeri reali













0

0
0

ase
a

b
x

ase
a

b
x

bxabxa   .

Risulta evidente che, al contrario dell’equazione di primo ordine che ammette una sola soluzio-
ne, le soluzioni della nostra disequazione sono infinite.

1.7.8 Disequazione algebrica di secondo ordine

La forma generale di una disequazione algebrica di secondo ordine è del tipo:
0,02  acbxax .

Detto acb 42   il discriminante dell’equazione associata alla disequazione considerata, si pos-
sono presentare tre casi:

 Se 0  l’equazione associata ammette due radici reali e distinte: 21 xx  .
In tal caso le soluzioni della disequazione si ottengono seguendo la regola:  il segno del tri-
nomio cbxax 2  è uguale al segno del coefficiente a per le x tali che 21 , xxxx  ; in-

vece il segno del trinomio è opposto al segno di a per le x tali che 21 xxx  .

ESEMPIO

Risolvere la seguente disequazione: 022  xx .
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Risulta 0981     per cui
1

2

31

2
2

31

2

91

2

1

2,1















x

x
x     sono le soluzioni

dell’equazione associata; dunque essendo il coefficiente della x di secondo grado positivo come
il segno del trinomio, le soluzioni della disequazione sono:

1,2  xx .

 Se 0  l’equazione associata ammette come unica radice
a

b
x

2
 .

       In tal caso il segno del trinomio è lo stesso del segno di  a ,
a

b
x

2
  .

ESEMPI

a. Risolvere la seguente disequazione: 0122  xx .
Risulta 044     per cui x = 1 è la soluzione dell’equazione associata; dunque le soluzio-
ni della disequazione sono 1,  xRx .

b. Risolvere la seguente disequazione: 0442  xx .
Risulta 01616     per cui x = 2 è la soluzione dell’equazione associata; dunque la dise-
quazione non ammette soluzioni.

 Se 0  l’equazione associata alla disequazione non ammette soluzioni reali, quindi il se-
gno del trinomio è uguale al segno di a.

ESEMPI

a. Risolvere la seguente disequazione: 012  xx .
Risulta 0341  ; dunque le soluzioni della disequazione sono x  .

b. Risolvere la seguente disequazione: 012  xx .
Risulta 0341  ; dunque la disequazione non ammette soluzioni.

1.7.9 Sistemi di disequazioni

Si chiama sistema di disequazioni il problema della ricerca dei valori di x per cui risultino con-
temporaneamente soddisfatte un numero finito di disequazioni assegnate:

.

ESEMPI
a. Risolvere il sistema :
















0)(

0)(

0)(

2

1

xp

xp

xp

r


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





































4

3

2

17
3,3

14849

0)3)(3(

0127

09

2,1

21

2

2

x

xx
xx

xx

x









4,3

3,3

xx

xx
.

Graficamente si ha:

quindi, il sistema dato ha come soluzioni: x<-3, x>4 .

b. Risolvere la disequazione 41 2  xx .

Questa disequazione è equivalente all’unione dei due seguenti sistemi:















41

01

41

01
22 xx

x

xx

x


che hanno come soluzioni

1
2

211

2

131
1 


 xx 

per cui le soluzioni della disequazione iniziale sono

2

131

2

211 



x .

c. Risolvere la seguente disequazione : 0
127

9
2

2





xx

x
.

La disequazione  è equivalente  all’unione dei due sistemi:

















0127

09

0127

09
2

2

2

2

xx

x

xx

x 
















43

33

4,3

3,3

x

x

xx

xx


  ( 3,  4) ( )x x      ,
per cui le soluzioni della disequazione iniziale sono: 3,  4x x   .

1.7.10 Equazioni e disequazioni irrazionali

Si definisce equazione irrazionale un’ equazione del tipo

)()( xBxAn 

-3                                                 3
4

x
x

x
x
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dove , ( ) e ( )n A x B x sono due polinomi nella variabile x . La risoluzione di tale equazione di-
pende dall’indice n..

Precisamente l’equazione considerata è equivalente (a meno di verifica finale) a:

 se n è pari al sistema:

 














0)(

0)(

)()(

xB

xA

xBxA n

 se n è dispari all’equazione:  nxBxA )()(  .

ESEMPIO

Risolvere la seguente  equazione : 212  xx

Essa è equivalente al sistema :












02

01

)2(1
2

22

x

x

xx















2

1,1

0441 22

x

xx

xxx

















2

1,1
4

5

x

xx

x

 . Graficamente si ha:

per cui l’ unica soluzione è
4

5
x ; lasciamo al lettore la verifica finale (osserva che

l’elevamento a potenza di un polinomio porta generalmente all’introduzione di soluzioni spurie).

Un tipo di disequazione irrazionale è:

)()( xBxAn  .

Si possono presentare due diversi casi:

 Se n è dispari, occorre risolvere la disequazione:  nxBxA )()( 
 Se n è pari, occorre risolvere i due seguenti sistemi:

 






















nxBxA

xB

xA

xB

xA

)()(

0)(

0)(

0)(

0)(
 .

L’equivalenza ovviamente è a meno di verifica finale.

ESEMPIO

-2 -5/4 -1                                                 1
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Risolvere la seguente disequazione: 1232  xxx .
La disequazione è equivalente ai due sistemi






















123

01

023

01

023

2

2

2

xxx

x

xx

x

xx 

























32,32

1

2,1

1

2,1

xx

x

xx

x

xx
 3211  xx  .

Pertanto l’insieme delle soluzioni della disequazione data è formato dalle x : 32 x .

1.7.11 Equazioni e disequazioni esponenziali

Si chiama equazione (disequazione) esponenziale un’equazione (una disequazione) in cui la  va-
riabile x (oppure un polinomio da essa dipendente) figura come base o esponente di una potenza.

L’equazione 0,)(  bba xp  è equivalente a risolvere l’equazione algebrica .log)( bxp a

La disequazione ba xp )(    è equivalente ,  se b>0, alla disequazione bxp alog)(    se a >1

oppure alla disequazione 10log)(  asebxp a   ;  mentre è sempre verificata se 0b .

ESEMPI

a. Risolvere la seguente equazione esponenziale 32 12

x . L’equazione equivale a

3log13log13log1 22
2

2
2  xxx .

b. Risolvere la seguente equazione esponenziale: 0123432  xx . L’equazione equivale a





































2log
2

23

6

63

2,6

3

0124

3
32

x
tttt

t

tt

t xxxx

 ,

per cui la soluzione  dell’equazione è 2log3x .

c. Risolvere la seguente disequazione esponenziale : 06359  xx .

La disequazione equivale a:




















 3323
3,2

3

065

3
06353

2

2 xx
xx

xx

tt

t

tt

t 

13log,2log 33  xx ,

per cui la soluzione della disequazione iniziale è 1,2log3  xx .

d. Risolvere la seguente disequazione  esponenziale : 4
)1(2

)2(
2

1 








 x

x

.

La disequazione equivale a:
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3

2
23422)4()1(2

2

1

2

1
)4()1(2


















xxxxxx
xx

per cui le soluzioni sono
2

3
x .

1.7.12 Equazioni e disequazioni logaritmiche

Si chiama equazione (disequazione) logaritmica un’equazione (una disequazione) in cui la va-
riabile x (oppure un polinomio da essa dipendente) figura come argomento o base di un logaritmo.

L’equazione 1,0)(log  aaconbxpa  è equivalente a risolvere il sistema:








baxp

xp

)(

0)(
.

La disequazione 1,0log)(log  aaconabxp b
aa  è equivalente al sistema









1
)(

0)(
ase

axp

xp
b

oppure al sistema
( ) 0

    0 1
( ) b

p x
se a

p x a


 


.

ESEMPI

a. Risolvere la seguente equazione logaritmica: 0)22(log 2

2

1  xx .Essa equivale al sistema


























3,1

31,31

032

31;321

122

022
22

2

xx

xx

xx

x

xx

xx

Quindi le soluzioni dell’equazione sono : 3,1  xx .

b. Risolvere la seguente disequazione : 1)1(log 2
5  xx . Essa è equivalente al sistema






















23
2

51
,

2

51

51

01
2

2

x

xx
xx

xx
,

da cui, tramite intersezione grafica delle soluzioni, si ottiene:

2
2

51
,

2

51
3 


 xx  .

c. La disequazione : 01)(lg 2 x equivale a risolvere









































e
x

ex

x

x

t

tx

t

tx
1

0

1lg

1lg

11

lg

1

lg
2 ,

le cui soluzioni sono : ex
e


1

.
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d. Risolvere la seguente disequazione  : 0)25225(lg  xx
e   . Essa equivale al sistema





































1,0)1(012

022
5

125225

025225
22

2

tRt

Rt

t

Rt

tt

tt
tponendo x

xx

xx

per cui  deve essere 015  xx .

1.8 Insiemi limitati

Sia ,X X   ;

DEFINIZIONE. Un numero reale L( l ) si dice un maggiorante (minorante) per l’insieme X se
XxxlLx  )( .

È bene notare esplicitamente che un insieme X non sempre ammette maggioranti o minoranti.
Se, ad esempio,  ,0:  xRxX X non ammette maggioranti, mentre lo zero (ed anche un qual-
siasi numero reale negativo) è un minorante di X .

DEFINIZIONE. Diremo che X è limitato superiormente (inferiormente) se ammette un maggiorante
(minorante) e si dice limitato se è limitato sia inferiormente che superiormente

.

Proposizione 1.3 X è limitato XxHxHH  ,:0 .

Dimostrazione: Dalla definizione, X è  limitato  , :l L l x L x X       ; d’altra parte
pertanto :

XxLlLxLlXxLxl  )(, , da cui l’affermazione per

LlH  .

OSSERVAZIONE. Se K è un maggiorante di X (h un minorante di X) allora un qualunque 'k k
( 'h h )  è ancora un maggiorante (minorante) di X .

Assegnato , ,X X  

DEFINIZIONE. M si dice massimo di X  se:

1. )( emaggiorantunèMXxMx 
2. XM  .

Analogamente, m si dice minimo di X se :

1. unèmXxxm ( minorante)
2. Xm .

 

XxLxlLl  ,:,
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OSSERVAZIONE. Non tutti i sottoinsiemi non vuoti di   hanno massimo e minimo. Ad esempio se

 : 0A x x   , A non ha né massimo né minimo (non esiste il più piccolo numero reale positi-

vo; ad esempio lo zero è un minorante ma non è minimo perché non appartiene ad A).

OSSERVAZIONE. Si verifica facilmente che quando esistono, il massimo ed il  minimo sono unici.

Teorema 1.4 (esistenza dell’estremo superiore) Sia ,X X   , limitato superiormente; allora
esiste il minimo dell’insieme dei maggioranti di X .

Tale numero, denotato con sup X, viene chiamato estremo superiore di X, e, risulta evidente che
(prop. caratteristiche dell’estremo sup.):

 







LxXx

XxLx
XL

:0)2

)1
sup

infatti la proprietà 1) afferma che L è un maggiorante  mentre la proprietà 2) equivale a dire che
L è il più piccolo dei maggioranti. In maniera analoga si prova

Teorema 1.5 (esistenza dell’estremo inferiore) Sia ,X X   limitato inferiormente; allora e-
siste il massimo dell’insieme  dei minoranti di X.

Tale numero, che si denota con  inf X , si chiama l’estremo inferiore di X . Evidentemente (prop.
caratteristiche dell’estremo inf.).:









 lxXx

Xxxl
Xl

:0)'2

)'1
inf

OSSERVAZIONE. Se un insieme X  ha massimo M (minimo m)  allora M = sup X (m = inf X),
infatti M è un maggiorante di X ed XM   pertanto sono verificate le due proprietà caratteristiche
dell’estremo superiore (la prima è ovvia, la seconda per Mx  ).

Infine, sia ,X X  

DEFINIZIONE. X si dice non limitato superiormente (inferiormente) se non ammette maggioranti

(minoranti)
_ _

* *:  (risp. : )k x X x k h x X x h             .

OSSERVAZIONE. Nelle relazioni precedenti ci si può limitare a considerare k>0 ed h<0.

ESEMPIO

Dire se l’insieme numerico






  10,

1
x

x
X   è  limitato superiormente  e/o inferiormente

e calcolare, in caso affermativo, l’estremo inferiore e l’estremo superiore, precisando se sono
minimo e massimo rispettivamente.
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Osserviamo che 10:
1

1  xx
x

da cui X è limitato inferiormente e poiché

XXX infmin11   .

Proviamo che X non è limitato superiormente k
x

xxk 
1

10:0 .

Osserviamo che il sistema





















k
x

x

k
x

x
1

10
1

10
ammette, qualunque sia k >0, infinite so-

luzioni.
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Capitolo 2. Matrici e Sistemi lineari

2.1 Matrici e determinanti

Si chiama matrice )( nm una tabella costituita da nm  numeri reali, ija , disposti su m righe

orizzontali e su n colonne verticali del tipo :





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

...

...

...

21

22221

11211


;

gli indici i, j indicano rispettivamente la riga e la colonna di appartenenza dell’elemento, ad e-
sempio 23a  appartiene alla seconda riga ed alla terza colonna.

Nella matrice 






 


013

752
A  , che  è del tipo 32 , l’elemento 22a vale 1, l’elemento 23a va-

le 0, ...,etc.

DEFINIZIONE. Una matrice si dice nulla  se tutti i suoi elementi sono nulli, cioè se
njmiaij  1,10 .

DEFINIZIONE. Una matrice si dice quadrata (di ordine n) se mn  ; altrimenti si dice rettangolare.

DEFINIZIONE. Una matrice quadrata di ordine n  si dice matrice scalare quando









Rkjiseka

jisea

iiij

ij

,

0
.

In particolare se niki ...11   la matrice si dice identica.

ESEMPIO
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
















100

010

001

3I     è la matrice identica di ordine tre.

D’ora in poi, per brevità, indicheremo la matrice A di elementi ija  con  ijaA  .

2.1.1 Operazioni con le matrici

 Se  ijaA   e  ijbB    sono due matrici nm , si chiama somma di A e B, e si indica con

BAC   la matrice nm  il cui elemento ijc  è dato da ijijij bac  .

 Se  , si chiama prodotto di   per  ijaA   , A , la matrice nm  il cui elemento di posto

ij vale ija .

 Se  ijaA    è di tipo qm   e  ijbB   è di tipo nq  si definisce prodotto righe per colonne di

A  per B , e si indica con BAC   la matrice nm  il cui elemento

njinjijiij bababac  ...2211  (prodotto della riga i-esima di A per la colonna j-esima di B).

Osserviamo che nel prodotto tra matrici (righe per colonne) occorre che il numero delle colonne
di A sia uguale al numero delle righe di B; quindi se è possibile calcolare BA  , non è detto che sia
possibile calcolare AB  , ed inoltre se entrambi i prodotti hanno senso, in generale ABBA  .

ESEMPI

a. Siano





















4102

0123

8521

A         e

















2001

1321

0042

B .

Risulta



















6101

1402

8561

BAC .

Se consideriamo 2  risulta






















8204

0246

161042

a .

b. Siano 






 


024

113
A       e

















05

12

10

B   .

Risulta 











24

27
BA ; è possibile calcolare AB  che ovviamente sarà diversa da BA  in

quanto AB   è quadrata di ordine tre.

Le operazioni fra matrici così definite godono delle seguenti proprietà:
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P1. ABBA  prop. commutativa
P2. AAA  00 0 è l’elemento neutro della somma
P3. )()( CBACBA  prop. associativa
P4. )()( CBACBA               “           “
P5. n nA I I A A    nI  è l’elemento neutro del prodotto

2.1.2 Determinante

Data una matrice quadrata  ijaA   di ordine n ad essa è possibile associare in modo univoco un

numero reale detto determinante di A ( AA det ).

Distinguiamo vari casi:

 se 1n   ,  11A a  si chiama determinante di A il numero a11 ;

 se 2n , 









2221

1211

aa

aa
A    si chiama determinante di A il numero 21122211det aaaaA  .

ESEMPIO

sia 










21

01
A  ; 202det A ;

 se 3n ,

















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A    si chiama  determinante di A   il numero

122133112332132231322113312312332211det aaaaaaaaaaaaaaaaaaA 

ESEMPIO

sia
















123

101

312

A   ; 10140610det A ;

Nel caso 3n , il calcolo del determinante può essere effettuato tramite la “regola di Sarrus”: si
aggiungono alla matrice le prime due colonne; si somma al prodotto degli elementi della diagonale
principale i prodotti degli elementi delle altre due diagonali ad essa parallele, quindi si sottrae il
prodotto degli elementi della diagonale secondaria diminuito dei prodotti degli elementi delle due
diagonali ad essa parallele:



















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A

3231

2221

1211

333231

232221

131211

aa

aa

aa

aaa

aaa

aaa

















122133112332132231322113312312332211det aaaaaaaaaaaaaaaaaaA  ;
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 in generale (Teorema di Laplace) scelta una riga (o indifferentemente una colonna) , ad esempio
quella i-esima ( inii aaa ,..., 21 ), il determinante è il numero:

inin
ni

ii
i

ii
i AaAaAaA det)1(...det)1(det)1(det 22

2
11

1   ,

dove njAij ,...,1,   è la matrice che si ottiene da quella data sopprimendo la riga i-esima e la co-

lonna j-esima (osserviamo che ijA  è di ordine n-1 ) , mentre il numero ij
ji Adet)1(    è detto “

complemento algebrico ” di ija ; pertanto il determinante di A è la somma dei prodotti degli e-

lementi della riga ),...,,( 21 inii aaa  per  i  rispettivi  complementi  algebrici ( tale calcolo, è bene

precisare, non dipende dalla riga o dalla colonna scelta) :





n

j
ijij

ji AaA
1

det)1(det     (abbiamo scelto la riga i-esima).

Risulta evidente che per il calcolo di un determinante di ordine quattro si ricorre al calcolo dei
determinanti di ordine tre, così, in generale, per il calcolo di un determinante di ordine n si ricorre al
calcolo di determinanti di ordine n-1.

2.1.3 Proprietà dei determinanti

Le principali proprietà dei determinanti sono le seguenti:

a) il valore di un determinante è nullo se tutti gli elementi di una linea sono nulli;
b) il valore di un determinante non  cambia se si scambiano le righe con le colonne;
c) se la matrice 'A  si ottiene da A scambiando fra loro due file parallele, allora AA det'det 
d) se la matrice 'A  si ottiene da A moltiplicando tutti gli elementi di una fila (riga o colonna ) per

una costante   allora AA det'det  ;
e) se nella matrice A due file parallele sono proporzionali allora il determinante è nullo;
f) la somma dei prodotti degli elementi di una riga (o colonna) per i complementi algebrici degli

elementi analoghi di un’altra riga (o colonna) è uguale a zero.

Le proprietà a), b) e d) sono di facile verifica. Per la proprietà c) possiamo procedere per indu-
zione. È immediato vedere che essa vale per 2n  allora supponiamo che sia vera per 1n  e pro-
viamo che è vera per n. Sviluppiamo Adet  e 'det A  secondo una riga (o colonna) diversa da quelle
scambiate tra loro:





n

i
ijij

ji AaA
1

)1(det

ijij

n

i

ji AaA 'det)1('det
1



 .

Poiché ijA e ijA'  hanno ordine 1n  e due righe scambiate tra di loro, dall’ipotesi di induzione si ha

ijij AA 'detdet   da cui l’asserto. La proprietà e) è una conseguenza della d) e del fatto che se in A
due file parallele sono uguali allora 0det A  (infatti dalla c) si ha che AA detdet  ).
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Infine, per provare la proprietà f) , osserviamo che una somma del tipo 



n

k
jkjk

kj Aa
1

)1(    ( ji  )   è

lo sviluppo del determinante della matrice 'A  che si ottiene da A sostituendo al posto degli elementi
della riga j-esima quelli della riga i-esima . Pertanto 'A  ha due righe eguali e dunque 0'det A .

Osserviamo che se A è una matrice diagonale, ),...,,( 2211 nnaaaA   allora

nnaaaA  ...det 2211 .

ESEMPIO

Calcolare il determinante della seguente matrice

























1234

4111

0232

4101

A .

Addizioniamo alla terza riga la prima riga, ottenendo
























1234

4111

0232

0010

A

e calcolando A  secondo la prima riga,

48)216322(

124

411

022

)1( 21 


 A .

2.1.4 Matrice inversa

Sia A una matrice quadrata di ordine n .

DEFINIZIONE. Diremo che A è invertibile se esiste una matrice B di ordine n tale che

nIABBA  .

La matrice B si chiama matrice inversa di A e si indica con 1A . Se 1A  esiste essa è unica, infatti
se C è tale che nIACCA   allora

CCICAACAAIAA nn   )()( 1111 .

Vale il seguente

Teorema 2.1 Sia )( ijaA  una matrice di ordine n con 0det A , allora A è invertibile e gli ele-

menti ijb della matrice inversa 1A sono definiti da

det
( 1)

det
jii j

ij

A
b

A
  .

ESEMPIO
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Sia 










31

01
A .

Risulta 3A ; 1,0,1,3 22211211  AAAA .

Pertanto
3

1
,

3

1

3

)1(
,0,1

3

3
22211211 


 bbbb    e quindi
















3

1

3

1
01

1A .

2.1.5 Caratteristica di una matrice

Data una matrice rettangolare di tipo nm , da essa si possono estrarre delle matrici quadrate i
cui determinanti si dicono minori di A. Il numero di righe (o colonne) della matrice estratta si chia-
ma ordine del minore. Si chiama “caratteristica” di A l’ordine massimo dei minori non tutti nulli
che si possono estrarre da A.

Pertanto l’intero positivo  nmk ,min  è la caratteristica di A se:

1. esiste almeno un minore di ordine k in A con determinante non nullo,
2. tutti i minori in A di ordine maggiore di k hanno determinante nullo.

ESEMPIO

Sia
















21066

1121

2412

A      risulta che 3carattA .

Consideriamo tutti i minori di ordine 3

010124824640

1066

121

412

  ; 012241268

266

121

212

 ,

016101240242

2106

112

241

 ,

pertanto 2carattA  e poiché 314
21

12
   si ha che 2carattA .

2.2 Sistemi lineari

Un sistema lineare di m equazioni in n incognite ha la
forma :


















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

S

...

...

...

)(

2211

22222121

11212111


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dove nxxx ,..., 21  sono le n incognite, ija  si chiamano i coefficienti del sistema e

, 1,...,ib i n    è il termine noto.

Risolvere (S) significa determinare una n-upla ( nxxx ,..., 21 ) tale che ininii bxaxaxa  ...2211

mi ,...,1 .

Accanto al sistema (S) si considerano le due matrici :


















mmnmm

n

baaa

baaa

A






21

111211

    detta matrice completa


















mnmm

n

aaa

aaa

B






21

11211

   detta matrice incompleta.

2.2.1 Metodi di risoluzione

Affrontiamo ora il problema della risoluzione del sistema (S). Cominciando dal caso nm  . Va-
le il seguente

Teorema 2.2 (di Cramer) Se 0det A , il sistema lineare (S) ammette una ed una sola soluzione
data da

A

B
x i

i det

det
 ,

dove iB  è la matrice che si ottiene dalla matrice A sostituendo gli elementi della colonna i-esima

con quella dei termini noti.

ESEMPIO

Consideriamo il sistema












232

32

1

zyx

zyx

zyx

.

Risulta 013det A  pertanto

13

17

13

132

123

111






x  ;
13

6

13

122

131

111





y  ;
13

10

13

232

321

111




z .
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In generale, se il numero delle equazioni m è diverso dal numero delle incognite n, si può tentare
di applicare il seguente

Teorema 2.3 (di Rouchè - Capelli) Condizione necessaria e sufficiente affinché il sistema (S) abbia
soluzioni è che le matrici completa ed incompleta del sistema abbiano la stessa caratteristica.

In tal caso se k è la caratteristica delle due matrici, per risolvere il sistema si procede nel seguente
modo:

1. si scelgono k delle m equazioni in modo tale che la matrice dei coefficienti di queste abbia
caratteristica uguale a k;

2. nel nuovo sistema ottenuto, avente k equazioni in n incognite, si scelgono k incognite, in
modo tale  che il determinante dei loro coefficienti sia non nullo ed alle rimanenti n-k inco-
gnite si attribuiscono valori arbitrari;

3. si risolve questo sistema di k equazioni in k incognite con 0det   attraverso, ad esempio,
Cramer;

4. gli n numeri così trovati costituiscono una soluzione del sistema (S).

ESEMPI

 Consideriamo il sistema












1195

16

42

yx

yx

yx

Risulta

















195

61

12

A   ;
















1195

161

412

B

Poiché 20det  carattBcarattAB .

Consideriamo allora il sistema







16

42

yx

yx
che ha soluzione

11

6
,

11

25
 yx .

 Considerato il sistema












1195

16

442

zyx

zyx

zyx

Risulta
















1195

161

412

A  ;

Poiché l’ultima riga di B è combinazione lineare delle prime due, 2 carattAcarattB ;
consideriamo allora il sistema :
















zyx

zyx

zyx

zyx

16

442

16

442

e per Cramer si ha :
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11

66

11

11

442

;
11

2525

11

61

144

zz

z

y
zz

z

x















pertanto le infinite soluzioni del sistema dato si ottengono al variare di z nella terna







 

z
zz

,
11

66
,

11

2525
.

Infine ricordiamo che per risolvere un sistema è sempre valido il metodo di sostituzione

ESEMPIO

Risolvere il sistema







532

2

yx

yx
.

Si ha :





















































5

1
5

11

5

1
2

15

2

5324

2

53)2(2

2

y

x

y

yx

yy

yx

yy

yx
.

2.2.2 Sistemi lineari omogenei

Se 0...21  mbbb  il sistema lineare (S) si dice omogeneo. Tale sistema ha sempre la solu-

zione (0,0,0…0) inoltre è di semplice verifica che se )0...0,0()...,,( 21 nxxx  è soluzione allora an-

che ),...,,( 21 nxxx  è soluzione al variare di  .

Per la risoluzione di un tale sistema supporremo nm  ; in tal caso dal Teorema di Cramer se
0det A  il sistema omogeneo ha la sola soluzione nulla, mentre se 0det A  , differendo A da B

per una colonna di elementi nulli, risulta carattBcarattA   e quindi il sistema è risolubile tramite
Rouchè - Capelli.

ESEMPIO

Risolvere il sistema












042

0

032

zyx

zyx

zyx

.

Risulta 0det

412

111

321

















 AA . Poiché 2 carattBcarattA  i l  sistema

assegnato è equivalente (per Rouchè - Capelli) al sistema seguente:
















zyx

zyx

zyx

zyx 32

0

032

e per Cramer :
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3

2

3

1

31

;
3

5

3

1

23

zz

z

y
zz

z

x 












pertanto le soluzioni sono tutte le terne del tipo : 





  z

zz
,

3

2
,

3

5
  al variare di z .
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Capitolo 3. Elementi di geometria analitica

3.1 Sistema di riferimento sulla retta

Assegnata una retta r per fissare su di essa un sistema di riferimento (retta coordinata) occorre:

1. fissare un punto O di r detto origine,
2. fissare un’unità di misura u,
3. scegliere un verso di percorrenza sulla retta

Figura 3.10 Retta coordinata.

Preso rP


  diremo che O precede P se percorrendo la retta lungo il verso scelto (positivo) si
incontra prima O e poi P.

Ad ogni punto rP


  possiamo associare un numero reale x (ascissa di P) nella seguente manie-
ra:
 se 0P  associamo a P x = 0;
 se O precede P associamo a P la lunghezza del segmento congiungente O con P misurata rispet-

to ad u;
 se P precede O associamo a P la lunghezza del segmento congiungente O con P misurata rispet-

to ad u e cambiata di segno;
Evidentemente se O precede P sarà x>0 invece se P precede O sarà x<0.
Viceversa ad ogni numero reale x possiamo associare un punto P sulla retta in tale maniera:
 ad x=0 associamo il punto O ;
 ad x>0 associamo il punto P tale che O precede P e la lunghezza del segmento congiungente O e

P misura x;
 ad x<0 associamo il punto P tale che P precede O e la lunghezza del segmento congiungente O e

P misura - x .

In tale maniera si stabilisce una corrispondenza biunivoca tra i punti della retta e l’insieme dei nu-
meri reali:

r 



O u             P r

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Figura 3.2

3.1.1 Distanza tra due punti e loro punto medio

Assegnati 1P di ascissa 1x e 2P  di ascissa 2x  si definisce distanza tra 1P  e 2P   (  21, PPd )  la

lunghezza del segmento che li congiunge ; risulta 2121 ),( xxPPd  .

Il punto di ascissa M 
2

21 xx 
  risulta il punto medio del segmento congiungente 1P  e 2P .

3.2 Il piano cartesiano

Assegnato un piano  per fissare su di esso un s.d.r. occorre considerare due rette coordinate x


ed y


 perpendicolari tra loro (assi coordinati) ed aventi origine in comune:
Ad ogni punto P  possiamo associare due nu-

meri reali (ascissa ed ordinata) nella maniera seguen-
te: da P si conducono le rette parallele agli assi coordi-
nati; detti P’ e P’’ le intersezioni rispettivamente con
l’asse x


 ed y


 , a P assoceremo le ascisse x ed y di P’ e
P’’ (rispetto alle unità di.misura u’ ed u’’ scelte sui due
assi)

Viceversa presa una coppia di numeri reali (x,y) ad
essa associamo un punto nel piano nella seguente ma-
niera:  se (x,y) = (0,0) associamo l’origine O;  se (x,y)
 (0,0)  individuiamo sull’asse x


 il punto P’ di ascissa

x e sull’asse y


  il punto P’’  di ascissa y; ad  (x,y)  as-
sociamo il punto P intersezione delle rette parallele agli assi coordinati condotte da P’ e P’’. In tale
maniera si stabilisce una corrispondenza biunivoca tra i punti del piano   e l’insieme delle coppie
ordinate di numeri reali 2    .

Il piano   con il s.d.r. yOx


 costruito si chiama piano coordinato. Osserviamo che  il s.d.r. sud-
divide   in quattro parti o quadranti numerati in verso antiorario e che un punto appartiene al  pri-
mo quadrante se ha ascissa ed ordinata entrambe non negative, ….etc.

3.2.1 Distanza tra due punti e loro punto medio

Dati due punti  111 , yxP   e  222 , yxP   si chiama
distanza tra i due punti  la lunghezza del segmento che li
congiunge.

Dall’applicazione  del Teorema di  Pitagora al triango-
lo rettangolo P1P2Q (cfr. Figura 3.4)  risulta:

2
21

2
2121 )()(),( yyxxPPd 

2 -1 0 3/2 r


O x


y


'u

''u

( , )P x y

'P x

''P y

Figura 3.3 Piano coordinato

P1

P2

Q

O x1 x2

y1

y2

x


y


Figura 3.4
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e tale formula vale qualunque siano i punti P1 e P2 del piano coordinato (anche in futuro ci riferire-
mo al primo quadrante senza perdere in generalità) .

Il punto 





 


2

,
2

2121 yyxx
M risulta il punto medio del segmento congiungente P1 e P2 .

3.2.2 Coordinate polari

Assegnato un s.d.r. cartesiano ortogonale yOx


, ogni punto P del piano è univocamente deter-
minato da una coppia di numeri reali  (x,y).

Lo stesso punto può essere individuato da una coppia di numeri reali ),(  , dove 0  è la di-
stanza di P da O e   è l’angolo formato dal semiasse positivo delle x


  con la semiretta OP, misura-

to in verso antiorario:

Figura 3.5

La coppia ),(   prende il nome di coordinate polari del punto P:   è detto modulo e 
l’anomalia di P (cfr. Figura 3.5).

Le relazioni tra le coordinate cartesiane e le coordinate polari sono:
 senyx  ;cos

da cui
22 yx 

e

x

y
tg 

se 0x  , mentre se x = 0 si ha che
2


    oppure 

2

3
  secondo che  y>0 oppure y<0.

3.2.3 Cambiamenti del sistema di riferimento

Vediamo, ora cosa accade se si passa dal s.d.r. orto-
gonale cartesiano yOx


 al s.d.r. cartesiano ortogonale

'' yOx


 :

1° caso : traslazione

Il s.d.r. '' yOx


 ha assi paralleli ad yOx


 ma

'O O  (cfr Figura 3.6).

P

O x

y

x


y





O

'O
’

a

b

P

x

y 'y

'x

Figura 3.6
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Preso un punto P sul piano e dette (x,y) , (x’,y’)  le sue coordinate rispetto ai due riferimenti con-
siderati si ha:








byy

axx

'

'
  ,dove (a,b) sono le coordinate di O' in yOx


.

2° caso : rotazione

Il s.d.r. '' yOx


 ha origine comune ad yOx
  e l’asse x


  forma un angolo  (misurato in

senso antiorario)    con l’asse x


(cfr Figura 3.7).

Preso un punto P di coordinate (x,y) ed
(x’,y’) rispettivamente nei due s.d.r. , ci
proponiamo di determinare il legame che
intercorre fra le coordinate. Introducendo
le coordinate polari di P nei due riferimen-
ti, siano ),(   e )','(   rispettivamente,
osserviamo che  '  e  ' .

Poiché







''

'cos'




seny

x

si ha











senxyy

senyxx

cos'

cos'
.

E da queste lasciamo che il lettore ricavi
quelle inverse.

3° caso : caso generale (roto-traslazione)

Preso un punto P (cfr Figura 3.8), combinando
le formule dei due casi precedenti, le relazioni che
legano le coordinate (x,y) rispetto ad yOx


 alle

coordinate (x’,y’) rispetto ad '' yOx


 sono:











senaxbyy

senbyaxx

)(cos)('

)(cos)('
.

x


x


'

y


y


'

O

O'

α

α

x


x


'

y


y


'

O=O'

P

 '





Figura 3.7

Figura 3.8

Figura 3.8
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3.3 La retta

In un s.d.r. cartesiano ortogonale sia assegnata una retta r. Proveremo che un punto P = (x,y) ap-
partiene ad r  se e solo se le sue coordinate soddisfano un’equazione lineare in x ed y del seguente
tipo:

(3.1) 0 cbyax               con a, b, c numeri reali,
detta equazione della retta in forma implicita.

Nel caso in cui la retta è parallela all’asse x
 , i suoi punti sono caratterizzati dall’avere la stessa

ordinata, sia questa k ; pertanto la retta è individuata analiticamente dall’equazione y = k.
In maniera analoga se la retta è parallela all’asse y

 i suoi punti sono caratterizzati dall’avere la
stessa ascissa, sia questa h ; pertanto la retta è individuata analiticamente dall’equazione x = h.

Nel caso in cui r è obliqua (ovvero non è parallela a nessuno dei due assi coordinati) siano
),( 111 yxP   e ),( 222 yxP   due suoi punti:

Figura 3.9

Se ryxP  ),(   dalla similitudine dei triangoli QPP1  e 211 PQP   risulta:

(3.2)
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








da cui
0)()( 21122112  yxyxyxxxyy .

Allora se indichiamo con )( 12 yya  , )( 21 xxb  , 2112 yxyxc  , le coordinate del punto
P soddisfano l’equazione 0 cbyax .

Viceversa sia ),( yxP   tale che

0 cybxa   e quindi
b

cxa
y


 .

Proviamo che P appartiene alla retta
r (cfr Figura 3.10).

Se per assurdo P non appartenesse ad r,
consideriamo il punto rQ , avente la
stessa ascissa x  di P:

x


y


O

P1

P2

P

x1         x                                x2

Q
Q1

ry2

y
y1

x


y


O x

Q

r

. P

b

cxa
y




Figura 3.10
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 Ovviamente QP  .  Poiché rQ   le sue coordinate soddisfano l’equazione 0 cbyax  da
cui essendo x l’ascissa di Q  ricaviamo

b

xac
ycbyxa


 0    (ordinata di Q )

per cui ),(
b

xac
xQ


  . Confrontando le coordinate di P e Q  si ha QP  : assurdo!

L’assurdo è nato dall’avere assunto che P non appartiene alla retta r.

La (3.2) prende il nome di equazione della retta per due punti. Inoltre dall’equazione (3.1), se
0b , ricaviamo

b

c
x

b

a
y 

e ponendo
b

a
m    ed

b

c
n      otteniamo

(3.3) nmxy   , equazione della retta in forma esplicita.

OSSERVAZIONE. La (3.3) non può rappresentare una retta parallela all’asse y


. Inoltre se la retta pas-
sa per O dovrà essere 0c .

ESEMPIO

Scrivere l’equazione della retta passante per i punti )2,1(A   e )2,3( B ; dalla formula
(3.2) si ha:

22

2

13

1






 yx

4

2

4

1








yx

21  yx 01 yx

1 xy ;      graficamente:

Figura 3.11

3.3.1 Coefficiente angolare

Sia assegnata una retta r non parallela all’asse y


e siano ),(),(),( 333222111 yxPeyxPyxP 
tre punti distinti di tale retta (cfr Figura 3.12):

-1 3

2

-2

A

B

y


x


O
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Figura 3.12

Dai teoremi di similitudine dei triangoli rettangoli 1 1 2PQ P , 1 3PQP  e 3 2 2PQ P  risulta che

23

23

13

13

12

12

xx

yy

xx

yy

xx

yy












da cui il calcolo del numero
12

12

xx

yy
m




   non dipende dalla coppia di punti scelti su r.

Tale numero si chiama il coefficiente angolare della retta r e rappresenta (vedi Figura 3.12), per
una nota  proprietà dei triangoli rettangoli, la tangente trigonometrica dell’angolo α che la retta for-
ma con l’asse x

 , quindi “misura” la pendenza della retta rispetto all’asse. Se la retta r ha equazione

0 cbyax  è facile verificare che
b

a
m     da cui l’equazione esplicita può essere scritta :

b

c
qconqmxy   .

Osserviamo che se la retta è parallela all’asse x


 il suo coefficiente angolare vale zero, mentre
non ha senso calcolare il coefficiente angolare di una retta parallela all’asse y


.

3.3.2 Intersezione tra due rette

Siano assegnate due rette  r : 0 cbyax  ed s : 0'''  cybxa .
Un punto ),( yxP   appartiene alle due rette se le sue coordinate soddisfano le equazioni di en-

trambe, ovvero se il sistema







0'''

0

cybxa

cbyax
  ammette soluzioni le due rette si intersecano. Per-

tanto, si ha:
 se 0''  baab  ( vd. Teorema di Cramer ) il sistema considerato ammette una ed una sola so-

luzione, ne segue che le due rette sono incidenti in un punto le cui
coordinate (x,y) sono la soluzione del nostro sistema;

 Se invece 0''  baab 0
''

 
b

b

a

a
      il sistema diviene:

da cui avremo infinite soluzioni se 
c

c'
  oppure nessuna soluzione

se 
c

c'
(vd. Teorema di Rouchè - Capelli).

Poiché geometricamente due rette si dicono parallele se non hanno alcun punto a comune o se
sono coincidenti, risulta evidente che le rette sono parallele nel caso in cui

x


y


O

P1

P2

P3

x1   x3   x2

Q Q1

ry2

y3

y1

α

α
3y

y3

Q2












c'byax

cbyax
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'

'''

b

a

b

a

b

b

a

a


cioè se hanno lo stesso coefficiente angolare.
Assegnata, infine, la retta r : 0 cbyax   ed il punto ),( 000 yxP   ,  l’equazione della retta

passante per 0P e parallela ad r è :

0)()( 00  yybxxa .

3.3.3 Rette perpendicolari

Nel piano, riferito ad un s.d.r., siano assegnate due rette r, s ortogonali fra loro (cfr Figura
3.13).

Diciamo ' e   rispettivamente gli angoli che le
rette r ed s formano con l’asse x


.

Risulta




 
2

)('

 (la somma degli angoli interni di un qualsiasi trian-

golo vale  ), da cui
2

'


  . Ricordando che

tg ' 'm   (coefficiente angolare di s)  e tg m 
(coefficiente angolare di r) , si ha che:

sin sin cos cos sinsin ' cos 1 12 2 2' tg '
cos ' sin tgcos cos sin sincos

2 22

m
m

     


    

   
          
   
 

e viceversa.
Da ciò la condizione analitica di perpendicolarità tra due rette di coefficienti angolari m  ed 'm

è:
m

m
1

'    ovvero 1' mm .

Assegnata, infine, la retta  r: 0 cbyax  ed il punto ),( 000 yxP   la retta passante per 0P  e

perpendicolare ad r ha equazione:
0)()( 00  yyaxxb .

3.3.4 Distanza punto - retta

Consideriamo, ora, nel nostro sistema di rife-
rimento una retta  r : 0 cbyax  ed un punto

),( 000 yxP  (cfr Figura 3.14).

Se rP 0 , per convenzione si pone

0),( 0 rPd ; se rP 0 , conduciamo da 0P la retta

perpendicolare ad r e sia Q  il punto di intersezio-

ne fra le due rette: ),(),( 00 QPdrPd  .

r

s


 '

x


y


O
Figura 3.13

r P0

.

Q
d(P0,r)

x


y


O



Figura 3.14
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La seguente formula ci permette di calcolare in ogni caso la distanza di 0P da r:

22

00
0 ),(

ba

cbyax
rPd




 .

ESEMPI

a. Calcolare la distanza ed il punto medio fra i punti 5;3  BA .

Risulta che 8853),( BAd    e che 1
2

35



MP .

b. Calcolare la distanza ed il punto medio fra i punti )7,3();2,1(  BA .

Risulta che 978116)27()13(),( 22 BAd

mentre 












 


2

5
,1

2

27
,

2

13
MP .

c. Determinare il coefficiente angolare della retta passante per i punti )1,3(),2,1(  BA .

Risulta che
2

1

2

1

13

21









m

d. Determinare un’equazione per la retta passante per i punti )4,2()2,1(  BeA .

Risulta xyxyx
yxy

2)1(221
2

2

12

1

24

2












.

e. Determinare un’equazione per la retta passante per il punto )3,2( A  e coefficiente angolare

2

3
m . L’equazione richiesta è 6

2

3
)2(

2

3
3  xyxy .

f. Determinare il coefficiente angolare delle seguenti rette: 012:  yxr  ed 0132:  yxs .

Si ha rispettivamente che :
2

1
rm  ,

3

2
sm .

g. Dire se le seguenti rette sono parallele: 01:  yxr , 0122:  yxs
Le due rette sono distinte e parallele  essendo i  loro  coefficienti  angolari entrambi  pari a -1  e

2
'


c

c
.

h. Scrivere l’equazione della retta passante per )2,1( A e parallela alla retta 0332:  yxr .
Si ha 04320)2(3)1(2  yxyx .

i. Scrivere l’equazione della retta passante per )2,1(A e perpendicolare alla retta
012:  yxr .

 Risulta che 0520)2(2)1(  yxyx .
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j. Calcolare la distanza del punto )1,1(0 P  dalla retta 01:  xyr .

Si ha
2

1

11

111
),( 0 




rPd .

3.4 Coniche

Le curva piane rappresentabili da equazioni di secondo grado in x ed y del tipo:

(3.4) 2 2
11 12 22 13 23 332 0, ija x a xy a y a x a y a a      

si dicono coniche.
Alla conica definita dalla (3.4)  è associata la matrice quadrata (simmetrica)


















332313

232212

131211

aaa

aaa

aaa

M ;

la conica si dice singolare (o degenere) se 0det M , altrimenti si dice non singolare (o non degene-
re).

Le coniche non singolari sono suddivise in : ellissi, iperboli o parabole; precisamente, detto

2212

1211
33 aa

aa
A 

se accade che :
a)  0det0det 3333 MaedA la conica è un’ellisse.
b)  0det 33A la conica è un’iperbole.
c)  0det 33A la conica è una parabola.

In seguito ritorneremo più in dettaglio sui luoghi geometrici introdotti tramite tale classificazio-
ne (affine). Dallo schema precedente resta escluso il caso 0det0det 3333  MaedA ; in tal

caso l’equazione (3.4) rappresenta l’insieme vuoto, ad esempio l’equazione: 0122  yx  non è
soddisfatta da alcun punto del piano coordinato

ESEMPI
Eseguire la classificazione delle seguenti coniche:

A) 0123 22  yxyx

B) 023 22  yxyx

C) 012 22  yyxyx .

Risulta per A): 33det

100

022\3

02\31

AM        ed
4

1

4

9
2

22\3

2\31
33 A

quindi la conica A) è un’iperbole.
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Risulta per B): 0

000

022\3

02\31




M

quindi la conica B) è degenere (in effetti è spezzata nelle due rette di equazioni
yxedyx 2 ).

Risulta per C): 4\5

12\10

2\111

011




M        ed 0
11

11
33 A

quindi la conica C) è  una parabola.

3.4.1 Circonferenza

Fissato un punto 0P  ed un numero reale r>0, la cir-

conferenza  di centro 0P e raggio r è il luogo geometrico dei

punti del piano la cui distanza da 0P vale r. Introdotto su 
un s.d.r., dette ),( 00 yx le coordinate di 0P , un punto P di co-

ordinate (x, y)  appartiene a   se e solo se:
22

0
2

00 )()(),( ryyxxrPPd  .

L’equazione così determinata si chiama equazione cartesiana
della circonferenza di centro ),( 000 yxP  e raggio r.

Dalla suddetta equazione, sviluppando i quadrati, otteniamo:

022 22
0

2
000

22  ryxyyxxyx

ed anche
(3.5) 022   yxyx    dove 22

0
2
000 ,2,2 ryxyx   .

L’equazione (3.5) è del tipo (3.4).
Chiediamoci ora, se un’equazione del tipo (3.5) rappresenta sempre una circonferenza.

L’equazione (3.5), tramite il completamento dei quadrati, diviene:










 






 

4422

2222

yx .

Tale equazione rappresenta:

1.   (insieme vuoto) se 0
44

22

 


2. il punto 





 

2
,

2


  se 0

44

22

 


3. la circonferenza di centro 





 

2
,

2


    e raggio 




44

22

r     se 0
44

22

 


.

Pertanto l’equazione (3.5) rappresenta una circonferenza  se e solo se 0
44

22

 


.

x


y


O

P0

.

r

x0

y0

P

Figura 3.15



Capitolo III54

ESEMPIO

L’equazione 02222  yxyx  rappresenta una circonferenza?

Risulta   che 0
4

7
2

4

1
12

4

)1(

4

)2(

44

2222




 


pertanto  l’equazione rappresenta la circonferenza di centro  C (1, -1/2 ) e raggio
2

7
r .

3.4.2 Circonferenza e retta

Assegnate sul piano   una circonferenza   ed una retta s può accadere che :

I. circonferenza e retta si intersecano in due punti distinti: sono dette secanti
II. circonferenza e retta si intersecano in due punti coincidenti: sono dette tangenti

III. circonferenza e retta  non si intersecano : sono dette esterne

Figura 3.16 Retta e circonferenza.

Determiniamo la condizione analitica per cui   ed s sono secanti, tangenti o esterne. Introdotto
un s.d.r. e considerate le equazioni rispettivamente di   ed s:

0:)(

0:)( 22




cbyaxs

yxyx 

il problema di determinare gli eventuali punti a comune fra   ed s è ricondotto alla risoluzione
del seguente sistema :





0

022




cbyax

yxyx 
;

tale sistema si può risolvere per sostituzione, ad esempio se 0a   ricaviamo dalla seconda e-

quazione
a

cby
x


   che sostituito nella prima equazione ci da:

02
2







 







 

 y
a

cby
y

a

cby
;

l’equazione così ottenuta, detta risolvente, è un’equazione di secondo grado in y, quindi ammet-
te o meno soluzioni secondo il segno di  , pertanto:

i) se  0 l’equazione risolvente ha due soluzioni distinte in corrispondenza delle quali il
sistema ammette due soluzioni distinte:  ed s sono secanti;

retta secante

retta tangente

retta esterna
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ii) se  0 l’equazione risolvente ha due soluzioni coincidenti in corrispondenza delle quali
il sistema ammette due soluzioni coincidenti:  ed s sono tangenti;

iii) se  0 l’equazione risolvente non ha soluzioni quindi il sistema non ammette soluzioni
 ed s sono esterne.

3.4.3 Rette tangenti ad una circonferenza

 Da un punto B della circonferenza una sola tangente (due coincidenti)
 Da un punto esterno A esistono due rette tangenti
 Da un punto interno nessuna retta (reale) tangente

Figura 3.17 Rette tangenti ad una circonferenza.

3.4.4 Ellisse

Assegnati sul piano  due punti distinti 21 FedF , ed il numero reale 0a , si chiama ellisse 
di fuochi 1F ed 2F il luogo geometrico dei punti di  la cui somma delle distanze da 1F ed 2F val-

ga a2 .
Fissiamo su  un s.d.r. in modo tale che

l’asse x
 passi per i due fuochi e l’asse y


coin-

cida con l’asse del segmento 21FF . Con tale

scelta se )0,(1 cF  )0(  ca  allora sarà

)0,(2 cF  ;
un punto del piano  ),( yxP se e solo

se aFPdFPd 2),(),( 21   , ovvero

aycxycx 2)()( 2222  .

Tale relazione, posto 22 cab    divie-

ne: 1
2

2

2

2


b

y

a

x

equazione canonica dell’ellisse.
Osserviamo che l’ellisse considerata interseca gli assi cartesiani nei punti ),( oa  , ),0( b

che sono detti vertici dell’ellisse; inoltre è evidente che a>b da cui il nome per a di semiasse mag-
giore e per b di semiasse minore.

(a,0)(-a,0)
 

2F 1F

P

(-c,0) (c,0)

(0,b)

(0,-b)

x


y


O

Figura 3.18
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DEFINIZIONE. Si chiama eccentricità dell’ellisse la quantità 1
a

c
e .

Essa, in un certo senso, misura la differenza dei semiassi, e quindi di quanto l’ellisse si differen-
zia dall’essere una circonferenza, infatti se bace  00   ovvero l’ellisse   si riduce
alla circonferenza di centro l’origine e raggio a.

3.4.5 Iperbole

Assegnati sul piano   due punti distinti 1F ed 2F  ed il numero reale 0a , si chiama iper-

bole  di fuochi 1F ed 2F il luogo geometrico dei punti di  la cui differenza in valore assoluto

delle distanze da 1F ed 2F valga a2 .

Fissiamo su   un s.d.r. in modo tale che
l’asse x

 passi per i due fuochi e l’asse
y
 coincida con l’asse del segmento 21FF .

Con tale scelta se )0,(1 cF  )0(  ac   al-

lora sarà )0,(2 cF   ed un punto del piano
 ),( yxP se e solo se

1 2| ( , ) ( , ) | 2d P F d P F a  , ovvero

aycxycx 2)()( 2222  .

Ponendo 22 acb    tale relazione
diviene:

1
2

2

2

2


b

y

a

x

equazione canonica dell’iperbole.
L’iperbole considerata interseca l’asse x


 cartesiani nei punti ),( oa  che sono detti vertici

dell’iperbole, mentre non interseca l’asse y


. Le rette di equazione x
a

b
y   si dicono asintoti.

L’iperbole che ha come asintoti gli assi cartesiani si chiama iperbole equilatera, la sua equazio-
ne è xy k .

3.4.6 Parabola

Assegnati sul piano   una retta d (direttrice) ed un punto
F (fuoco) si chiama parabola  di fuoco F e direttrice d il
luogo geometrico dei punti del piano equidistanti da F e da
d .

La retta ortogonale alla retta d e passante per F si chiama
asse della parabola.

Se scegliamo su   un s.d.r. in maniera tale che l’asse del-
la parabola sia parallelo all’asse y


; avremo che un punto

),( yxP  appartiene a   se e solo se ),(),( ddFd  ; da
questa relazione otteniamo

x


y


O
(a,0)(-a,0) (c,0)

1F2F

-(c,0)

P

Figura 3.19

Figura 3.20

P
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cbxaxy  2 equazione canonica della parabola;

i coefficienti a, b, c di tale equazione sono legati al fuoco ed alla direttrice d dalle formule:

a

acb

a
yd

a

acb

aa

b
F

4

4

4

1
:

4

4

4

1
,

2
2

2











 


.

Si chiama vertice della parabola il punto V di intersezione della parabola con il suo asse, e risulta:








 


a

bac

a

b
V

4

4
,

2

2

.

Osserviamo che la con-
cavità della parabola sarà
rivolta verso l’alto o verso
il basso secondo che a sia
rispettivamente maggiore o
minore di zero

ESEMPI
a. Determinare l’equazione della circonferenza passante per i tre punti

)1,2(;)0,1(;)1,0(  CBA .

L’equazione della generica circonferenza di centro 





 

2
,

2


   e  raggio 




44

22

   è

022   yxyx ;
imponendo che tale circonferenza passi per A risulta : 01   ;
analogamente, imponendo il passaggio per B e C si ottiene rispettivamente:

052;01  
pertanto  e, sono soluzioni del sistema lineare


























3

2

2

052

01

01









pertanto la circonferenza voluta avrà equazione: 032222  yxyx .

Figura 3.21 Vari tipi di concavità
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b. Determinare l’equazione della circonferenza di centro )1,1(C  e tangente alla retta
012:  yxr .

Dall’eguaglianza 22)1,1(
2

,
2







  


e

affinché la circonferenza sia tangente ad r è sufficiente che

5

6

5

4
2)2(

5

4
2

5

112

44
),(

22




 


rCd .

La circonferenza è rappresentata dall’equazione

0
5

6
2222  yxyx .

c. Tra le equazioni che seguono individuare quelle che rappresentano una circonferenza e determi-
nare centro e raggio:

i) 012222  yxyx

ii) 024322  yxyx

iii) 012 22  yx

iv) 422 22  yx .

La i)  rappresenta una circonferenza in quanto 01111
44

22

 


       e precisamen-

te è la circonferenza di centro  (1,1) e raggio1;
La iii) non rappresenta una circonferenza, in quanto sono differenti i coefficienti di 2x e di 2y .
Lasciamo allo studente la risoluzione di ii) e di iv).

d. Determinare l’equazione dell’ellisse di fuochi )0,1(1 F  , )0,1(2 F  e costante 42 a .

L’equazione cercata è del tipo 1
2

2

2

2


b

y

a

x dove 2
2

4
a   e 314222  cab .

Ne segue che l’ellisse ha equazione 1
34

22


yx .

e. Determinare i fuochi ed i vertici della seguente ellisse: 1
916

22


yx .

Risulta  9,16 22 ba i vertici sono i punti )3,0(,)0,4(   ;  inoltre essendo

72222  cbac , pertanto i fuochi sono i punti )0,7()0,7( 21  FF .

f. Determinare l’equazione della parabola con  asse parallelo all’asse y


, di vertice )0,1(V  e pas-
sante per il punto )1,0(P .

La parabola cercata ha equazione del tipo cbxaxy  2 ;
imponendo il passaggio per 1)1,0(  cP ; dall’eguaglianza






















 


2

1

04

2
)0,1(

4
,

2 2 b

a

acb

ab

aa

b
    (si è tenuto conto che 1c )

si ha che la parabola richiesta ha equazione 122  xxy .
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g. Scrivere le equazioni delle rette passanti per )5,2(P  e tangenti a 4: 22  yx .
La generica retta passante per )5,2(P   ha equazione 0)5()2(:  ybxas ;
la circonferenza  ha centro in )0,0(C  e raggio 2r .
Affinché s sia tangente a   è sufficiente che








































023
202

0

0

0
023202

22202542
52

),(

222

2222

22

b

a

b

a
b

a

b
baba

baabba
ba

ba
rCsd

















2

6310

2

6310

2

4610010

b

a

b

a

le rette cercate sono :

0)5(2)2)(6310(:

0)5(2)2)(6310(:

2

1





yxs

yxs

.

h. Determinare le intersezioni  fra 32:12: 2  xxyexyr .
Occorre risolvere il seguente sistema:







































5

2

3

2

4

12

3212

12

32

12
222 y

x

y

x

x

xy

xxx

xy

xxy

xy


la retta r interseca la parabola   nei punti )5,2()3,2(  BeA .

i. Assegnata la circonferenza 3: 22  yx  e la retta 01:  yxkr  , determinare k af-
finché r sia secante .

Consideriamo il sistema







01

322

yxk

yx
; le eventuali soluzioni rappresentano i punti di interse-

zione tra r e  .
L’equazione risolvente il sistema è :

03)1( 22  xkx            il  cui 23)1(2 222  kkk
è sicuramente sempre positivo. Pertanto r è secante   qualunque k .
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Capitolo 4. Funzioni reali

4.1 Generalità

Sia dato un insieme ,X X  

DEFINIZIONE. Una funzione f su X a valori in ( :f X   ) è una legge che ad ogni elemento
Xx associa un solo numero reale )(xf .

ESEMPIO

x
xf

1
)(   è la funzione che ad ogni  0x X    associa il suo reciproco.

L’insieme X si chiama dominio o insieme di definizione di )(xf , mentre si chiama codominio o
immagine di f  il sottoinsieme di R costituito dai valori assunti da )(xf  al variare di Xx :

 ( ) ( ) :f X f x x X    .

Le funzioni si distinguono in :

 razionali algebriche se le operazioni che le definiscono sono quelle elementari ovvero somma
differenza, prodotto e quoto;

ESEMPIO

 
22 1

( ) : 0
x

f x X
x


     ;

 irrazionali algebriche se tra le operazioni che le definiscono figura un’espressione di radice al-
gebrica  (o potenza ad esponente frazionario);

ESEMPIO

3

2 1 1
( ) : : 0,

2

x
f x X x x x

x

       
 
 ;

 esponenziali se tra le operazioni che li definiscono figura un elevamento a potenza ;

ESEMPIO
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1
( ) (2 1) : :

2
xf x x X x x

      
 
 ;

 logaritmiche se tra le operazioni che le definiscono figura l’operazione  di logaritmo;

ESEMPIO

2

2 1 1
( ) log : : , 0

4 2

x
f x X x x x

x

          
   

 ;

 trigonometriche se tra le operazioni che vi figurano ci sono quelle trigonometriche;

ESEMPIO

( ) sin 2 cos 2 :f x x x X    .

Naturalmente una funzione può essere contemporaneamente di più tipi, ad esempio

)(log)( xsenxf   è una funzione irrazionale algebrica, logaritmica e trigonometrica.

Osserviamo che quando si assegna una funzione, si stabilisce una legge di definizione, ma biso-
gna calcolare il dominio, dando senso alle operazioni che figurano in tale legge.

Indichiamo di seguito le limitazioni da imporre per determinare il dominio rispetto alle opera-
zioni usuali:
 l’operazione di divisione richiede che il divisore sia diverso da zero;
 l’elevamento a potenza reale vuole la base positiva ;
 il calcolo del logaritmo richiede l’argomento positivo e la base positiva e diversa da uno;
 l’estrazione di radice di indice pari vuole il radicando maggiore o uguale a zero, mentre quella di

indice dispari è definita qualunque sia il segno del suo radicando.

DEFINIZIONE. Una funzione ( ) :f x X   si dice pari (dispari) se ( ) ( )f x f x 

  ( ) ( )f x f x   x X  .

DEFINIZIONE. Una funzione ( ) :f x X   si dice periodica di periodo T se
( ) ( ),  xf x T f x X    .

ESEMPI

o xxf )(   è pari infatti )()( xfxxxf  ;

o 3)( xxf    è dispari, infatti   )()( 33 xfxxxf  .
o ( ) sinf x x  è una funzione periodica di periodo 2T   essendo sin( 2 ) sinx x  , x  .

Notiamo che una funzione può essere pari o dispari oppure nessuno dei due tipi.

4.1.1 Grafico

Sia : , ,f X X X     .

DEFINIZIONE. Si chiama grafico della funzione )(xf il sottoinsieme di   x  definito da:

 ( , ) : , ( )fG x y x X y f x     
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Figura 4.1

ESEMPI

Osserviamo, infine, che il grafico di una funzione pari (dispari) è simmetrico rispetto all’asse y


(all’origine).

ESEMPI

Figura 4.4  (a) è il grafico di una funzione pari, (b) è il grafico di una funzione dispari.

X

( )f X

x

( )y f x

x


y


O

fG

2

1
2

x
y  

1

3y x

x


x


y


y


O O

2

-2/3 x


y


O
x


y


O

Figura 4.2 Grafico di f(x) = 3x+2.                                                        Figura 4.3 Grafico di f(x) = |x|.
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4.2 I simboli   e 

Introduciamo i simboli  e  con le seguenti proprietà (tale algebra troverà applicazione
nel calcolo dei limiti):

 ,a a     
 ,a a    

    se 0  se 0
0 ,   ed

 se 0  se 0

a a
a a a

a a

    
           



  )(

 ;)(   )(

 , 0
a

a  


  

  0 ,
0

a
a       .

4.3 Intervalli di 

Siano  ea b , a<b.

DEFINIZIONI.
 Si chiama intervallo aperto (chiuso) di estremi a e b, e lo si denota con     baba ,, il sottoin-

sieme di  definito da :

    ] , [ :   [ , ] :a b x a x b a b x a x b         .

Ovviamente, l’intervallo aperto (chiuso) sulla retta rappresenta il segmento di estremi esclusi
(inclusi) a e b .

 Si chiama intervallo aperto a sinistra (destra) di estremi a e b l’insieme:

    ] , ] :   [ , [ :a b x a x b a b x a x b         .

 Si chiama intervallo non limitato a destra (sinistra) uno dei due seguenti insiemi :

    ] , [ :   [ , [ :a x x a a x x a        
     ] , [ :   ] , ] :a x x a a x x a        

Infine, si conviene che ] , [    e con il simbolo ),( ba  intenderemo un intervallo qualsiasi
limitato oppure non limitato.
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4.4 Funzioni limitate

Sia data una funzione : , ,f X X X      .

DEFINIZIONE. Si dice che f è limitata superiormente (inferiormente) se

: ( )k f x k x X      ( : ( )h f x h x X     ).

Il numero )(hk si chiama un maggiorante (minorante) di f(x) ed ovviamente non è unico, infatti
se )'(' hhkk   allora 'k  è un maggiorante ( 'h  è un minorante).

ESEMPIO

 2

1
( ) : ,

1
f x X

x
    


   ;

risulta  


 ,1
1

1
0

2
x

x
  , pertanto 0 è un minorante, 1 è un maggiorante.

DEFINIZIONE. Si dice che )(xf non è limitata superiormente (inferiormente) se k maggiorante (h
minorante) di )(xf , ovvero

 : ( )k x X f x k      (  : ( )h x X f x h     ).
.

Ad esempio la funzione xxf )(  non è limitata né superiormente né inferiormente.

DEFINIZIONE. Una funzione limitata superiormente ed inferiormente si dice limitata.

OSSERVAZIONE. Una funzione potrebbe essere limitata superiormente e non inferiormente o vice-
versa, limitata sia superiormente che inferiormente ed, infine, non limitata inferiormente e supe-
riormente.

DEFINIZIONE. Se M è un maggiorante per )(xf  ( ( )f x M x X   ) ed inoltre 1 1: ( )x X f x M  

allora M si dice MASSIMO di )(xf max ( )
X
f x 

 
 

.

Osserviamo che  il massimo (se esiste) è unico.

Analogamente, diremo che m è MINIMO di )(xf min ( )
X

f x 
 
 

, se m è un minorante

( ( ) )m f x x X   ed  inoltre 2 2:  ( )x X f x m   .

Anche il minimo, se esiste, è unico.

ESEMPIO

Sia  


 ,:
1

1
)(

2
X

x
xf .

Poiché   )(max1,
1

1
)0(1

2
xfx

x
f 


 ;
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mentre ( )f x non ha minimo perché se fosse
2

1
min ( ) 0,

1
l f x l x

x
    


 avremmo

2 21 1
1  1x x x x

l l
          che ovviamente è assurdo.

4.4.1 Esistenza dell’estremo superiore (inferiore)

Sia ( ):f x X   limitata superiormente (inferiormente), si prova che esiste un unico numero

reale L (l) tale che :

1) ( )  ;

2) 0 : ( )

f x L x X

x X f x L 

   
 

      

1') ( ) ;

2 ') 0 : ( )

l f x x X

x X f x l 

   
        

.

Tale numero L (l) si chiama estremo superiore  ( estremo inferiore)  di f(x) e lo si indica con

sup ( )
X

f x inf ( )
X

f x 
 
 

;  ovviamente L (l) è un maggiorante (minorante) ed è il più piccolo dei mag-

gioranti (il più grande dei minoranti).

Se )(xf non è limitata superiormente (inferiormente) per definizione poniamo sup ( )
X
f x  

inf ( )
X

f x   
 

.

OSSERVAZIONE. Se max ( ) sup ( )
X X

M f x f x  max ( ) sup ( )
X X

M f x f x  ,  mentre )(xf  potrebbe

essere limitata superiormente e non avere massimo. Analoghe considerazioni per il minimo.

ESEMPI

 Sia
2

1
( ) :] , [

1
f x

x
   


 ;

risulta )(sup1 xf   in quanto )(max1 xf , mentre )(inf0 xf , infatti :

1’)  


 ,
1

1
0

2
x

x
2’) fissato 0 consideriamo la disequazione:





















101
1

10

1

1
11

1
1

1 22
2










sex

sex

seRx

xx
x

quindi in ogni caso è possibile determinare .
 :

21

1

x
x
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 Sia 2( ) :] , [f x x     ; risulta 20 (0)  ] , [f x x      pertanto
)(inf)(min0 xfxf  ;   invece )(xf  non è limitata superiormente infatti preso k   la di-

sequazione kx 2  ammette infinite soluzioni , quindi )(sup xf .

OSSERVAZIONE. Le definizioni di funzione limitata superiormente e/o inferiormente, di massimo e
di minimo, di estremo superiore ed inferiore sono strettamente legate a quelle introdotte nel paragra-
fo 1.8 del Capitolo 1, riguardante gli insiemi limitati, infatti si ottengono da quelle riferendosi al
condominio di f(x).

4.5 Funzione composta

Siano ( ): ( , )f x a b    e ( ): ( , )g y c d    ;  se ( , )codg c d  è possibile definire la funzione

: ( , )F a b    con la legge ( ) ( ( ))F x g f x  .

La funzione )(xF si dice composta dalle funzioni )(xf  e )(xg  e si suole denotare con
))(( xfg  .

ESEMPIO

Siano 2( ) :f x x      e ( ) cos :g y y   ,

poiché  0,codf      è lecito considerare la funzione composta
2( ) ( ( )) (cos ) :F x g f x x    .

OSSERVAZIONE. Se è possibile considerare fg  ed gf  , in generale gffg   ;  infatti

nell’esempio precedente 22 cos)(cos))(( xxxfg  .

4.6 Funzioni monotone

Sia ( ): ( , )f x a b   ;

DEFINIZIONI.
 )(xf si dice crescente ( decrescente ) in ( , )a b se:

)()(),,(, 212121 xfxfxxbaxx   )()( 12 xfxf  ;

 )(xf si dice non decrescente ( non crescente ) in ( , )a b se:

)()(),,(, 212121 xfxfxxbaxx   )()( 12 xfxf  .

ESEMPI

 1)( 2  xxf cresce in 0
  infatti

se )(11)(0 2
2
2

2
11

2
2

2
121 xfxxxfxxxx  ;


x

xf
1

)(   decresce in  , infatti se )(
11

)(0 1
12

221 xf
xx

xfxx  .
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Una funzione costante è al tempo stesso non crescente e non decrescente, così una funzione non
è detto che sia crescente o decrescente nel suo insieme di definizione; ad esempio 1)( 2  xxf  è

crescente in  ,0  ma è decrescente in  0, .
Una funzione del tipo precedente sarà detta “monotona”.

OSSERVAZIONE. Vedremo in seguito come è possibile riconoscere gli intervalli di monotonia di una
funzione (ovvero gli intervalli contenuti nell’insieme di definizione dove la funzione cresce (non
decresce) o decresce (non cresce)) a prescindere dalle definizioni date, che, nella maggior parte dei
casi non sono di facile verifica.

4.7 Funzione invertibile

Sia ( ): ( , )f x a b   ;

DEFINIZIONE. ( )f x si dice invertibile in ( , )a b se yxfbaxxcodfy  )(:),()( 1 .

In tal caso è possibile definire ( ) :g y codf      tale che xyg )(  con x  tale che yxf )( .

La funzione )(yg  si chiama la funzione inversa di f(x) e la si denota con )(1 yf  .

Osserviamo che se )(xf  è invertibile, il condominio di )(xf diviene il dominio di )(1 yf   e vi-
ceversa.

ESEMPI

 Sia 0( ) :f x x    ; risulta   ,0)(xcodf  ,  allora se   ,0y  l’equazione yx 

ammette come unica soluzione 2yx   , pertanto )(xf  è invertibile e la sua funzione inversa è
21 )()( yyfyg   .

 La funzione 2( ) :f x x     non è invertibile, infatti se   ,0)(xcodfy  , l’equazione
yx 2  ammette due soluzioni yx  .

Teorema 4.1 Se ( ): ( , )f x a b   è crescente (decrescente) allora ( )f x è invertibile.

Dimostrazione: Sia )(xcodfy  , se 212121 )()(..),(, xxyxfxfctbaxx   in quanto

dalla stretta monotonia di )(xf  se fosse 21 xx   avremo )()( 21 xfxf  .

OSSERVAZIONE. Se ( ): ( , )f x a b    è invertibile  ff  11 )(   ed identitàffff   11 .

4.8 Limiti

Sia ( ):f x X    , e 0x   con la proprietà che in un qualunque intervallo che lo contiene è

possibile trovare almeno un punto di X diverso da esso (diremo in tal caso che 0x è un punto di ac-

cumulazione per X ).
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DEFINIZIONE. La funzione )(xf si dice che converge ad l al tendere di x ad 0x e si scrive

lxf
xx




)(lim
0

se

 0 00 0 : ,| | | ( ) |x X x x x f x l               .

Osserviamo che il calcolo del limite è indipendente dal valore che la funzione assume se definita
in 0x .

DEFINIZIONE. La funzione )(xf si dice che diverge a  (  ) al tendere di x ad 0x e si scrive

)()(lim
0




xf
xx

se

 0 00 ' 0 : ,| | ' ( )k x X x x x f x k           

(  0 00 '' 0 : ,| | '' ( )h x X x x x f x h             ).

Osserviamo che nelle definizioni precedenti il  dipende da   o da )(hk , ed inoltre il risultato
del limite, sia esso finito o meno, ci dà l’idea del valore finito o infinitamente grande (piccolo) che
la funzione assume quando la calcoliamo per x  prossimo ad 0x .

ESEMPI

 Sia
0

1
lim

| |x x
   ;  risulta

0

1
lim

| |x x
   ,  infatti fissato 0k  la  disequazione k

x


1
  è

soddisfatta per
k

x
1

  allora è sufficiente prendere
k

1
 .

 Risulta che 1)1(lim
2




x
x

  infatti fissato 0  la disequazione  11x   equivale  a

 2x , pertanto sarà sufficiente scegliere   .

Sia ora ( ):f x X   , X non limitato superiormente.

DEFINIZIONE. Diremo che )(xf converge ad l al tendere di x a  ed indicheremo

lxf
x




)(lim

se
0 0 : ,  | ( ) |x X x f x l             .

DEFINIZIONE. Diremo che )(xf diverge a )( al tendere di x a  e scriveremo

)()(lim 


xf
x

se
0 ' 0 : ,  ' ( )k x X x f x k         

( 0 '' 0 : ,  ' ( )h x X x f x h           ).
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ESEMPI

 Risulta che 0
1

lim 
 xx

  infatti fissato 0 la disequazione 
x

1
 è verificata da


1

x   allora

sarà sufficiente scegliere



1

 .

 Risulta che 


2lim x
x

 ; infatti fissato 0k  la disequazione kx 2  è soddisfatta da x tale

che kx   quindi l’asserto seguirà scegliendo k .

Osserviamo che il   dipende, anche in questo caso, da   oppure da )(hk .

Infine, sia ( ):f x X   , X non limitato inferiormente. Allora è possibile definire il

)(lim xf
x 

potendo questo valere un numero oppure i simboli  , con definizioni analoghe a quelle viste
in precedenza.

OSSERVAZIONE. Sia ( ):f x X   ; detto  ,    , se 0x   (con 0x punto di accumu-

lazione per X se 0x  o, a secondo del limite considerato, X non limitato inf. e/o sup.) il )(lim
0

xf
xx

potrebbe non esistere.

ESEMPIO

x
x

sinlim


  e
x

x
x 0
lim


 .

Vale il seguente

Teorema 4.2 (Unicità del limite) Sia ( ):f x X   , 0x  (con 0x punto di accumulazione per

X se 0x  o, a secondo del limite considerato, X non limitato inf. e/o sup.). Se esiste il )(lim
0

xf
xx

esso è unico.
Ad esempio proviamo che non è possibile che : 1)(lim

0

lxf
xx




  e 2)(lim
0

lxf
xx




 con

1 2 0 1 2;  , ,l l x l l  .

Dimostrazione: Sia 21 ll   ; scegliendo 21 ll   risulta dalla definizione di limite :

2
)( 1


 lxf     se 10  xx       ed

2
)( 2


 lxf   se 20  xx ;

allora per ),min( 210   xx

1212

1212121212

22
)()(

)()())(())(()()(

lllxflxf

lxfxfllxfxflxfxfllllll






 .

In definitiva avremo provato che 1212 llll   : assurdo!
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Se 0x  è utile considerare anche i cosiddetti limite destro )(lim
0

xf
xx 

 e  limite sinistro

)(lim
0

xf
xx 

, ovvero studiamo il comportamento di )(xf  quando ci avviciniamo ad 0x  per valori di x

rispettivamente solo maggiori di 0x  o solo minori . Così, ad esempio, l’espressione

0

lim ( )
x x

f x l


   equivale a dire che

0 00 >0 : , | ( ) |x X x x x f x l              .

Il legame tra il )(lim
0

xf
xx

 ed il limite destro ed il limite sinistro è espresso dal seguente :

Teorema 4.3 Siano ( ):f x X   ed 0x  punto di accumulazione per X ; allora

0

lim ( )
x x

f x l


  se e solo se lxfxf
xxxx


 

)(lim)(lim
00

.

Sia ad esempio l ,

Dimostrazione (condizione necessaria):

 
0

0 0lim ( ) 0 0 : ,| | | ( ) |
x x

f x l x X x x x f x l   


            

da cui al tempo stesso  lxf )(  vale sia per x tale che  00 xxx lxf
xx




)(lim
0

sia  per 00 xxx  lxf
xx




)(lim
0

.

Dimostrazione (condizione sufficiente):



lxf

xx
)(lim

0

 1 0 0 1 00 0 : , | ( ) |x X x x x x f x l                ,

ed analogamente



lxf

xx
)(lim

0

 2 0 0 0 20 0 : , | ( ) |x X x x x x f x l                ;

pertanto in corrispondenza di 0 , detto ),min( 21  
se  0x X x  , con   lxfxx )(0 0    ovvero lxf

xx



)(lim

0

.

OSSERVAZIONE. Tale teorema può essere usato in senso “distruttivo” ovvero se accade che
)(lim)(lim

00

xfxf
xxxx  

   allora potremo affermare che )(lim
0

xf
xx

 .

Ad esempio
x

x
x 0
lim


   ;   infatti 11lim)(lim
00


  xxx

xf e 11lim)(lim
00


  xxx

xf .

4.8.1 Comportamento al limite di alcune funzioni elementari

Di seguito riportiamo il comportamento al limite delle funzioni x , xalog , xa , xsin ,

xcos .
 Sia  0   , la funzione ( )f x x  è definita in  ,0  (in 0x  ) e

risulta per essa 
00

0

lim,0 xxx
xx




 ,
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







 0

00
lim

0 


se

se
x

x
    ;









 00

0
lim




se

se
x

x

ovviamente se 0 , qualunque sia il limite considerato per x il risultato sarà sempre 1, men-
tre, in particolare, se  0m    , si ha : 0lim 00

0




xxx mm

xx
:

0

 se ,  pari se ,  pari

lim  se ,  dispari ;   lim  se ,  dispari

0    se 0 0    se 0

m m

x x

m mm m

x m m x m m

m m




 

   
       
   


 

 Sia 1,0  aa ,  la funzione xaxf )(   definita in   ha il seguente comportamento al limite:

0x  , 0

0

lim xx

xx
aa 


, e si ha









 10

10
lim

ase

ase
a x

x
;









 100

0
lim

ase

ase
a x

x
.

 Sia 1,0  aa , la funzione ( ) logaf x x  definita in   ha il seguente comportamento al limi-

te:

0x   ,
0

0lim log loga a
x x

x x


 , e si ha

0

    1     1
lim log ;   lim log

    0 1     0 1a a
xx

se a se a
x x

se a se a 

    
        

.

 Le funzioni trigonometriche xx cos,sin  sono definite in ; si prova che :

0x  , 0sinsinlim
0

xx
xx




  e 0coscoslim
0

xx
xx




  , mentre come già detto

x
x

sinlim


  e x
x

coslim


 .

Altri limiti notevoli, ovvero il cui valore non è di immediato calcolo ma che possono essere uti-
lizzati per risolvere altri limiti assegnati sono:

 1
sin

lim
0


 x

x
x

 e
x

x

x







 



1
1lim (numero di Nepero);

 ex x

x




1

0
)1(lim  ; )0(log

1
lim

0





ae
x

a
a

x

x

 e
x

x
a

a

x
log

)1(log
lim

0






0

(1 ) 1
lim ,
x

x

x



 


 
   .



Funzioni reali 73

ESEMPIO

Calcolare
x

x

x sin

12
lim

0




.

Risulta che 2log1)2(log
sin

112
lim

sin

12
lim

00
ee

x

x

x

x

x

xxx








.

La giustificazione del risultato precedente, oltre che dai limiti notevoli sopra indicati, segue dai
risultati contenuti nel prossimo paragrafo.

4.8.2 Operazioni con i limiti

Avendo definito un’algebra con i simboli   possiamo affermare che :

Proposizione 4.4 Il limite della somma, differenza, prodotto, quoziente di due funzioni è rispettiva-
mente uguale alla somma, differenza, prodotto e quoziente  (se il denominatore è diverso da zero)
dei limiti, purché non sia una delle forme indeterminate:

0

0
,,0,




 .

Proviamo, ad esempio, che se

, :f g X   , 0x  è un punto di accumulazione di X e 


)(lim,)(lim
00

xglxf
xxxx

  allora

0
)(

)(
lim

0


 xg

xf
xx







 


0
n

.

Dimostrazione: Dalla definizione di lxf
xx




)(lim
0

, in corrispondenza del numero reale positivo

| | 1l   si ha

 1 0 0 10 : ,| | | | 1 ( ) | | 1x X x x x l l f x l l              

12)(  lxf se  0 1 0| | ,x x x X x    .

Fissato 0 , poiché 


)(lim
0

xg
xx

, in corrispondenza del numero positivo
 


12 l

 2 0 0 2

(2 | | 1) 1
0 : ,| | ( ) ( 0)

| ( ) | (2 | | 1)

l
x X x x x g x

g x l


 




          


,

pertanto, posto ),min( 21   ,

se  0 0,| | | ( ) | 2 | | 1x X x x x f x l        e
12)(

1




lxg


 ;

dalle ultime due relazioni, moltiplicando membro a membro, si ha:


)(

)(

xg

xf
,  0 0,| |x X x x x      , ovvero 0

)(

)(
lim

0


 xg

xf
xx

.

ESEMPI
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 Calcolare il )(lim 2 xx
x




 ;

risulta 


xxxx
xxx
limlimlim  , per cui 


xxxx

xxx
limlim)(lim 22 .

 Calcolare
1

lim
21  x

x
x

  ;

risulta 01lim,1lim 2

11


 
xx

xx
  pertanto 

 1
lim

21 x

x
x

 ;  per dare il segno ad   conside-

riamo la disequazione 1010
12




xedx
x

x
  , ne segue che il valore del limi-

te assegnato è  .

 Calcolare
xxx  2

1
lim ;

poiché 0
1

lim)(lim
2

2 



 xx

xx
xx

.

OSSERVAZIONE. Se si presenta una delle quattro “forme indeterminate” indicate in precedenza non
significa che il limite non esiste, ma semplicemente che non si può stabilire a priori, come negli altri
casi, il risultato del limite; in tal caso occorre, mediante trasformazioni e semplificazioni o ricorren-
do ai limiti notevoli, eliminare l’indeterminazione (se possibile).

Ad esempio considerate 2)(,)(,)( xxhxxgxxf    le funzioni
)(

)(
,

)(

)(
,

)(

)(

xg

xh

xh

xf

xg

xf

al tendere di x a  , si presentano in forme indeterminate



   ma

x
xg

xh

xxh

xf

xg

xf


)(

)(
,

1

)(

)(
,1

)(

)(
  e quindi le forme indeterminate vengono, in realtà, eliminate.

4.8.3 Teoremi sui limiti

Fissato 0  , indicheremo:
0 0 0

0 0

0

] , [ se

( ) ] , [            se

] , [         se

x x x

I x x

x


 





  
   
    


;

Teorema 4.5 (permanenza del segno) Siano 0( ) : ,f x X x    (con 0x punto di accumulazione

di X se 0x  o, a secondo del limite considerato, X non limitato inf. e/o sup.); supponiamo che

0)(lim
0




lxf
xx

allora :

00 : ( )x I x X     0)(  lxf (ovvero )(xf  “conserva” il segno del limite).

Dimostrazione: Siano, ad esempio, ( , )X a b ,  Rl  ed 0x  ;

in corrispondenza di
2

l
 , dalla definizione di limite,
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  )(
2

0
2

)(,),(:0 00 xf
ll

lxfxxxbax   .

Teorema 4.6 (I0 teorema del confronto o dei carabinieri) Siano 0( ), ( ), ( ) : ,f x g x h x X x  
(con 0x punto di accumulazione di X se 0x  o, a secondo del limite considerato, X non limitato

inf. e/o sup.); supponiamo che )()()( xhxgxf  x X  e Rlxgxf
xxxx




)(lim)(lim
00

allora

lxh
xx




)(lim
0

.

Dimostrazione: Siano ( , )X a b  ed 0 ,x l ; la definizione di limite, lxf
xx




)(lim
0

 implica che

    lxfllxfxxxbax )()(,),(:00 1001 ;

analogamente da lxg
xx




)(lim
0

 si ha che :

    lxgllxgxxxbax )()(,),(:00 2002

Allora, fissato ),min( 21  
se  

0
0 0( , )  ed | | ( ) ( ) ( ) lim ( )

x x
x a b x x x l f x h x g x l h x l  


             .

ESEMPIO

Poiché risulta xx  sin0 : 0
2

x x


   ,  dal teorema del confronto 
0

lim sin 0
x

x


 .

Corollario 4.7 Siano 0( ), ( ) : ,f x g x X x   (con 0x punto di accumulazione di X se 0x  o,

a secondo del limite considerato, X non limitato inf. e/o sup.); se )(xf  è limitata in X

(  0 :| ( ) |M f x M x X      ) e 0)(lim
0




xg
xx

allora 0)()(lim
0




xgxf
xx

.

Dimostrazione: Risulta )()()(0 xgMxgxf  x X  ;

poiché 0)(lim0)(lim
00




xgxg
xxxx

 , l’asserto segue dal teorema dei carabinieri.

Teorema 4.8 (II0 teorema del confronto) Siano 0( ), ( ) : ,f x g x X x   (con 0x punto di accu-

mulazione di X se 0x  o, a secondo del limite considerato, X non limitato inf. e/o sup.); se

)()( xgxf  x X  . Allora :

 se 


)(lim)(lim
00

xgxf
xxxx

 se 


)(lim)(lim
00

xfxg
xxxx

.

OSSERVAZIONE. È possibile richiedere, nei teoremi precedenti, che i confronti tra le funzioni consi-
derate valgono )( 0xIx   per qualche 0  e non necessariamente su tutto X , questo perché, lo

ricordiamo, il calcolo del limite di una funzione è un indagine sul comportamento di essa “vicino ad
0x ”.
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Corollario 4.9 Sia 0( ) : ,f x X x    (con 0x  punto di accumulazione di X se Rx 0  o, a se-

condo del caso trattato, X non limitato inf. e/o sup.); se
0

lim ( )
x x

f x l


  allora

00  0 : ( )  | ( ) |ed M x I x X f x M       (cioè )(xf  è localmente limitata).

Dimostrazione: Siano  0, [,X a x    ; dalla definizione di limite, in corrispondenza di 1 

0 : , , | ( ) | 1x a x f x l            1)(1),()( 0  lxflxIx  .

Sarà, allora, sufficiente scegliere 1 lM .

Corollario 4.10 Sia 0( ) : ,f x X x    (con 0x  punto di accumulazione di X se Rx 0  o, a se-

condo del caso trattato, X non limitato inf. e/o sup.); se )()(lim
0




xf
xx

allora )(xf è lo-

calmente limitata inferiormente (superiormente) ma non è limitata superiormente (inferiormente).

Dimostrazione: Siano  0, [,X a x    ; dalla definizione di limite, in corrispondenza di 1k ,

0 : , , ( ) 1x a x f x         ;  pertanto 1 è un minorante di )(xf )( 0xIx  ;

d’altra parte 0k  esiste almeno un  , ,  tale che ( )x a x f x k    ( )f x non è limitata

superiormente in  ,a  .

4.8.4 Alcuni limiti particolari

In questo paragrafo vedremo come si risolva una forma indeterminata nel caso di alcuni limiti
particolari.

 Limite di un polinomio
Sia 0 1( ) ..... ,  0,  ,  0,1,...,iP x a a x a x a a i

          ,

nel calcolo del )(lim xP
x 

 si può presentare la forma indeterminata ][   per risolvere la quale

occorre procedere nella maniera seguente:














  



 0

0
....lim)(lim 0

1
11

r

r

rr
r

r
r

xx ase

ase

x

a

x

a

x

a
axxP

essendo

lim 0,   0,1,..., 1s
sx

a
s

x


   

ed anche









 0

0
lim

r

rr
r

x ase

ase
xa .

Il procedimento è analogo per x .
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 Limite di un rapporto di polinomi
Siano r

r xaxaaxP  ....)( 10 , s
s xbxbbxQ  ....)( 10   due polinomi  con ,i ja b  ,

0srba , 0,1,....,   0,1,....,i j s    .

Nel calcolo del
)(

)(
lim

xQ

xP
x 

  si presenta la forma indeterminata 







 che può essere risolta nel

seguente modo:



























 







 









mnse

mnse
b

a
baednmse

baednmse

x

b

x

b
bx

x

a

x

a

x

a
ax

xQ

xP

s

r

sr

sr

s
os

s
s

rr
r

r
r

xx

0

0

0

....

....

lim
)(

)(
lim

1

0
1

11

poiché lim lim 0  0,1,...., 1  0,1,...., 1p q

p s qx x

a b
p q s

x x   
          e

  se

lim 1      se

  se
sx

s
x

s
x

s








 
 
 

     ;

ovvie modifiche se si affronta il limite per x .

ESEMPI

a) 





 

 32
33 52

1lim52lim
xx

xxx
xx

  poiché




3lim x
x

  e 1
52

1lim
32







 

 xxx
.

b) 2
1

2
12

1

56
2

lim
12

562
lim

3
3

32
3

23

3












 







 







xx
x

xx
x

xx

xx
xx

 poiché

2002
56

2lim
32







 

 xxx
    e 1001

12
1lim

3







 

 xxx
.

Teorema 4.11 (cambiamento di variabile nel limite) Sia 0( ) : ( , ) ,g y c d y   (con 0y  punto di

accumulazione per ),( dc se 0y  , e con ovvie modifiche se 0y   ); supponiamo che

Rlyg
yy




)(lim
0

.

Siano ( ) : ( , ) : ( , )f x a b codf c d  (quindi ha senso considerare ( ) ( ( )): ( , )F x g f x a b   ) ed

0x  ( 0x punto di accumulazione per ),( ba se 0x  , e con ovvie modifiche se 0x   ) tali  che

0)(lim
0

yxf
xx




.

Allora
lxF

xx



)(lim

0

.
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Non riportiamo la dimostrazione di tale teorema ma faremo un esempio pratico del suo utilizzo.

Calcoliamo il
x

x
x

1
sinlim


.

Risulta che 1
1

1
sin

lim
1

sinlim 


x

x
x

x
xx

, in quanto 0
1

lim 
 xx

   e 1
sin

lim
0


 y

y
y

 ,  allora sarà

sufficiente applicare il Teorema 4.11  con :
y

y
yg

sin
)(     ;

x
xf

1
)(  ; 0, 00  yx .

Il comportamento al limite delle funzioni elementari ,sin,cos,log,, xxxxa a
x  ed il Teorema

4.11 ci permettono di tabulare il comportamento al limite delle funzioni composte

  )(sin),(cos),(log,)(,)( xfxfxfxfa a
xf  .

Sia 0( ): ( , ) ,f x a b x     ( 0x punto di accumulazione per ),( ba se 0x  , e con ovvie modi-

fiche se 0x   );

    
0 0

lim ( ) 0 lim ( )
x x x x

f x l f x l
  

 
        ,

 
0 0

0    se 0
lim ( ) 0 lim ( )

 se 0, ( )x x x x
f x f x

 
  


         ,

in particolare  se  
0

 lim ( )  se
x x

n f x n pari
  

     , mentre se n dispari è importante

per il calcolo di tale limite conoscere il segno di ( )f x ,

 








 00

0
)(lim)(lim

00 


se

se
xfxf

xxxx
,

in particolare se  
00

+     se
 e lim ( ) lim ( )

    sex xx x

n pari
n f x f x

n dispari
  


     

 .

ESEMPIO

Risulta 


2

1

)1(lim1lim xx
xx

 ,  essendo 


)1(lim x
x

.


0 0

lim ( ) lim log ( ) log  0, 1a a
x x x x

f x l f x l a a 

 
         ,









 10

1
)(loglim0)(lim

00 ase

ase
xfxf a

xxxx
,









 10

1
)(loglim)(lim

00 ase

ase
xfxf a

xxxx
.

ESEMPIO

Risulta 










 2

12
loglim

3

2

1 x

xx
x

  poiché
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






 







 









x
x

xx
x

x

xx
xx 2

1

12
1

lim
2

12
lim

32
3

3

2

.

 0lim)(lim )(

00




aaaRlxf lxf

xxxx
,









 100

1
lim)(lim )(

0 ase

ase
axf xf

xxxx o

,









 10

10
lim)(lim )(

0 ase

ase
axf xf

xxxx o

.

ESEMPIO

Risulta 0
2

1
lim

1

0











x

x
   poiché 








 xx

1
lim

0
.

 0

0

0

lim sin ( ) sin
lim ( )

lim cos ( ) cos

x x

x x
x x

f x l
f x l

f x l






    
 .

ESEMPIO

Risulta 0
1

1
sinlim

0























x

x
x

   poiché  










 1

1
lim

0 x

x
x

.

4.8.5 Interpretazione grafica del limite

Nel grafico seguente si è dato un interpretazione di alcuni risultati riguardanti il calcolo del
)(lim

0

xf
xx

  e del )(lim xf
x 

:

lim ( )
x

f x l




lim ( )
x

f x


 





0

lim ( )
x x

f x l



l

 m
0

lim ( )
x x

f x m




0

lim ( )
x x

f x


 

O

0

lim ( )
x x

f x


 

lim ( )
x

f x


 

x


y


0x

lim ( )
x

f x m




Figura 4.5 Interpretazione grafica del limite.
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4.9 Successioni numeriche

Una successione numerica è una funzione che ha come dominio l’insieme dei numeri natura-
li , quindi è una legge che ad ogni n  associa un solo numero reale ny .

Indichiamo una successione con  nny  , o per esteso con

,...,.....,,, 321 nyyyy

Esempi di successioni sono :
12  nyn                 ovvero ),...1(,.....,17,10,5,2 2 n

1

1




n
yn                   ovvero ,....

1

1
,.....,

4

1
,

3

1
,

2

1

n
n

ny )1(                  ovvero ,....)1(,......,1,1,1 n

DEFINIZIONE. Una successione nny )( si dice limitata superiormente (inferiormente) se

( ) :   ( )n nk h y k y h n         , e,  semplicemente, limitata se è limitata superiormente

ed inferiormente.

Proponiamo allo studente di verificare che

nny )(  è limitata  0 :| |nM y M n     .

OSSERVAZIONE. Le definizioni precedenti si ricavano da quelle introdotte nel paragrafo riguardante
gli insiemi limitati (paragrafo 1.8, Capitolo 1), infatti, basterà riferirsi ad  ,....,....,, 21 nyyyX 
(sostegno della successione).

Così, ad esempio, diremo che )inf(sup n
n

n
n

ymyM   , se nny )(  è limitata superiormente

(inferiormente), ed )(mM  soddisfa le due seguenti proprietà:

1) ny M n   [1') ny m n   ]

2) 0 :
n

n y M        [ 2 ') 0 :
n

n y m       ].

DEFINIZIONE. Si dice che la successione nny )( converge ad l e si scrive lyn
n




lim se

0 :   | |nn y l           .

ESEMPIO

Risulta 0
1

lim
2


 nn
, infatti, fissato 0 , la disequazione 

2

1

x
  è soddisfatta da  1

 x ;

allora preso
1

,n n


   (principio di Archimede) , qualunque sia n  :





2

2 111

n
nnnn .

DEFINIZIONE. Si dice che la successione nny )( diverge a )( e si scrive

)(lim 
 n

n
y se
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1 10 : nk n y k       
( 2 20 : nh n y h         ).

ESEMPIO

Risulta 


1lim n
n

, infatti, fissato 0k , la disequazione kx 1   è soddisfatta da

kx  1 ; allora preso kN  1, 11  , qualunque sia Nn  :

knknn  111 .

Ovviamente una successione  nny  potrebbe non avere limite; ma se converge o diverge si dice

regolare.

OSSERVAZIONE. Poiché una successione  nny  è una particolare funzione, possiamo affermare che

se n
n

y


 lim  , finito o meno, allora esso è unico (Teorema di unicità del limite); così come possiamo

parlare di permanenza del segno, confronto tra limiti, operazioni con i limiti, etc…

Corollario 4.12 Sia  nny una successione convergente ad l   nny è limitata.

Dimostrazione: Dalla definizione di convergenza, in corrispondenza di 1 
:   1 1nn l y l         ,

allora posto )...,,,1min( 11  yylh e ),...,,1max( 11  yylk risulta nh y k n    ;

infatti  se klylhn n  11 ; invece, se kyhn n  1 .

Il viceversa non è vero: è possibile considerare una successione limitata ma non convergente.

ESEMPIO

n
ny )1(  ; risulta







disparinse

parinse
yn 1

1
e quindi 1 1ny n     , ma verificheremo in

seguito che n

n
)1(lim 


.

Teorema 4.13 (di caratterizzazione del limite) Siano 0( ) : ,f x X x    (con 0x punto di accu-

mulazione di X se 0x  o, a secondo del limite considerato, X non limitato inf. e/o sup.); allora

c.n.s. affinché Rlxf
xx




)(lim
0

è che

0 0 0( ) ,   ,  (  ),  limn n n n n
n

x x X n x x n se x x x


           si ha : lxf n
n




)(lim .

Non dimostreremo il teorema, ma cercheremo di mettere in evidenza il risultato da esso fornito
con qualche esempio.

Sono immediata conseguenza i seguenti risultati :









 00

0
lim




se

se
n

n
,
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


















1

110

11

1

lim

ase

ase

ase

ase

a n

n
,









 10

1
loglim

ase

ase
na

n
.

ESEMPI

 Risulta 1
1

sinlim 
 n

n
n

 ; infatti, poiché 1
sin

lim
0


 x

x
x

  e 0
1

lim 
 nn

  sarà sufficiente applicare il

teorema 4.13 con
x

x
xf

sin
)(   , 00 x ,

n
xn

1
  , 1l .

 Risulta 










 1

1
loglim

3n

n
e

n
 ; infatti , poiché 0

1
1

1
1

lim
1

1
lim

3
3

3








 







 







n
n

n
n

n

n
nn

  e




xe
x

loglim
0

 sarà sufficiente applicare il  teorema precedente con xxf elog)(   , 00 x ,

1

1
3 



n

n
xn , l .

4.9.1 Successioni monotone

DEFINIZIONI.

 Una successione nny )( si dice monotona crescente (decrescente) se e solo se

1 1 ( )n n n ny y y y n    
 Una successione nny )( si dice monotona non decrescente (non crescente) se e solo se

1 1 ( )n n n ny y y y n     .

OSSERVAZIONE. Una successione nny )( monotona crescente (non decrescente) è limitata inferior-

mente, infatti da 1 1 ( )n n n ny y y y n      ......... 121  nn yyyy

( ....... 121  nn yyyy ), pertanto 1y   è l’estremo inferiore (anche minimo).
Analogamente, una successione nny )(  monotona decrescente (non crescente) è limitata supe-

riormente con n
n

yy max1  .

Teorema 4.14 (regolarità delle successioni monotone) Sia nny )( successione monotona crescente o

non decrescente  (decrescente o non crescente) allora
      ( )

lim sup
  ( )

n n
n n

n n n n

l se y è limitata superiormente
y y

se y non è limitata superiormente


   
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      ( )
lim inf

  ( )
n n

n n
n n

n n

l se y è limitata inferiormente
y y

se y non è limitata inferiormente

 
     

.

Come sempre preferiamo, alla dimostrazione del teorema, riportare alcuni esempi che ne evi-
denziano l’importanza:

ESEMPI

 La successione
n

yn

1
   è monotona decrescente,  poiché n

nn
y

n
inf00

1
lim 


.

 La successione 12  nyn   è monotona crescente , poiché

n
nn

yn sup)1(lim 2 


 , pertanto  nny  non è limitata superiormente.

4.9.2 Successione estratta

Sia data nny )(  e sia kkn )(   una successione crescente di interi 1(  )k kn n k   , ad esempio

,....2,......,8,6,4,22 kknk 
,.....12,...,7,5,3,112  kknk

allora la successione knk
y )(  che si ottiene da quella data considerando i termini con indice cor-

rispondente ad kn   (nei due esempi considerati avremo la successione dei termini di posto pari

,..,....,,, 2642 kyyyy   e la successione dei termini di posto dispari ,....,....,,, 12531 kyyyy ) si chiama

successione estratta da nny )( .

Il legame tra il comportamento al limite di una successione e di una sua estratta è espresso dal
seguente teorema:

Teorema 4.15 Sia nny )( una successione convergente (divergente  )  knk
y )( converge

(diverge a   ) , ovvero n
n

n
k

yy
k 
 limlim .

OSSERVAZIONE. Possiamo utilizzare tale teorema in senso “distruttivo” ovvero se determiniamo
due successioni estratte da nny )(  , siano knk

y )( ed krk
y )(  , tali che

kk r
k

n
k

yy


 limlim   allora

n
n

y


 lim  , perché se tale limite esistesse  dal teorema precedente le due successioni estratte dovreb-

bero avere lo stesso limite.

OSSERVAZIONE. Abbiamo visto che se una successione è limitata non è detto che converga, però da
ogni successione limitata se ne può estrarre una convergente (Teorema di Bolzano-Weierstass).

ESEMPIO

Abbiamo affermato che n

n
)1(lim 


, infatti se consideriamo due successioni estratte da n)1(

1lim1)1( 2
2

2 
 k

k

k
k yNky   mentre se consideriamo

1lim1)1( 12
12

12  


 k

k

k
k yNky , da cui l’asserto.

A conclusione riportiamo il calcolo di alcuni limiti:
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ESEMPI

 ][)1(lim)1(lim 2

1

2

1




nnnn
nn

 ;

scriviamo
  

1

1

1

11
1








nn

nn

nn

nnnn
nn

0
1

1
lim1lim 





 nn

nn
nn

.

 e
nn

n

n
n

n

n

n

n



















 






 









11 1
1lim

1
1lim

2

        in quanto

e
x

x

x







 



1
1lim     e 1

)
1

1(
lim

1
lim 




 

n
n

n

n

n
nn

.

  


)53(lim 3 nn
n

 ;

come per i polinomi scriviamo

)
53

1()53(
32

33

nn
nnn  e quindi 






 

 32
3 53

1lim
nn

n
n

 .


3

1
4

3

43
1

lim
43

43
lim

4
5

53
5

5

25








 







 







n
n

nn
n

nn

nn
nn

 .

4.10 Funzioni continue

DEFINIZIONE. Sia 0( ): ( , ) ,  ( , )f x a b x a b   ; )(xf  si dice continua in 0x  se )()(lim 0
0

xfxf
xx




.

Se ciò accade ),(0 bax   la funzione )(xf  si dice continua in ),( ba .

ESEMPIO

Le funzioni xaxxx x
a ,,log,cos,sin  sono funzioni continue nel loro insieme di definizione.

ESEMPI

 21)( xxf  è definita in  1,1  . Sia  1,10 x :  essendo )1()1(lim 2
0

2

0

xx
xx




risulta 2

1
2
0

2

1
22 )1()1(lim1lim

00

xxx
xxxx




 )(xf  è continua  1,10  x 

)(xf  è continua in  1,1  .

 Sia









05

0
sin

)(
xse

xse
x

x
xf   ;  essa risulta definita in  , ma non è continua in 00 x  infat-

ti )0(51
sin

lim)(lim
00

f
x

x
xf

xx



 .
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4.10.1 Proprietà delle funzioni continue

Dalle operazioni con i limiti ricaviamo che :

I la somma (differenza) di due o più funzioni continue è una funzione continua

(risulta   )(lim)(lim)()(lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

 ),

II il prodotto di due o più funzioni continue è una funzione continua,

III il quoto di due funzioni continue è una funzione continua in tutti i punti in cui il denominatore

è non nullo,

IV la composizione di due funzioni continue è una funzione continua.

ESEMPI

 La funzione
2

13
)(

2





x

xx
xf è definita in  2    ed è ivi continua in quanto rapporto di

due polinomi  (osserviamo che ogni polinomio )(xP  è una funzione continua in quanto somma

e/o differenza di potenze della x).

 La funzione 











1

32
log)(

2

2

xx

x
xf   è definita in  ed è ivi continua in quanto composizione

delle due funzioni continue yyg log)(   ed
1

32
)(

2

2





xx

x
xh   (osserviamo che

2 1 0x x x     ).

 La funzione








05

02
)(

xsex

xse
xf

x

    è definita in ;

)(xf  è continua in  0, , in quanto restrizione di x2  che è definita e continua su tutto , così

)(xf  è continua  in  ,0   in quanto restrizione del polinomio  5x  che è definito e conti-

nuo su tutto  ; poiché 5)5(lim)(lim12lim)(lim
0000


 

xxfxf
xx

x

xx
)(xf non è continua

in 00 x  (osserviamo che )(lim
0

xf
x

 ).

4.10.2 Classificazione dei punti di discontinuità

Siano 0,),(:)( xRbaxf   punto di accumulazione di ),( ba .

DEFINIZIONE. Il punto 0x si dice punto di discontinuità di prima specie se:

0
2lim ( )

x x
f x l


   ed

0
2lim ( )

x x
f x l


   con 21 ll 

Graficamente si ha:
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Figura 4.6 Discontinuità di I specie.

In tal caso 21 ll    si chiama “salto della funzione” in 0x .

ESEMPIO

Sia  | |
( ) : 0

x
f x

x
 

poiché 1lim)(lim
00


 x

x
xf

xx
e 1lim)(lim

00





  x

x
xf

xx
 il punto 00 x  è un punto di disconti-

nuità di prima specie, ed il salto vale 2.

DEFINIZIONE. Il punto 0x si dice un punto di discontinuità di seconda specie se almeno uno dei  due

limiti )(lim,)(lim
00

xfxf
xxxx  

non esiste oppure esiste ma non finito.

ESEMPIO

Sia
1

    1
( ) 1

2 2  1

se x
f x x

x se x

  
  

, è definita in  ;

 poiché 



 1

1
lim)(lim

11 x
xf

xx
   il punto 10 x  è una discontinuità di seconda specie.

Figura 4.7 Discontinuità di II specie.

x


y


O 1

2l

O1l

O

-2

x


y


O
0x

O

2l

O1l

O
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DEFINIZIONE. Il punto 0x si dice un punto di discontinuità di terza specie o eliminabile se )(xf è de-

finita in 0x e
0

lim ( )
x x

f x l


  con 0( )l f x oppure )(xf non è definita in 0x ma
0

lim ( )
x x

f x l


 
.

In tal caso definendo la funzione









0

0);,()(
)(

xxsel

xxbaxsexf
xF

si ottiene una funzione continua in 0x  (da cui il nome di discontinuità eliminabile) infatti,

)()(lim)(lim 0
00

xFlxfxF
xxxx




.

ESEMPIO

Sia  sin
( ) : 0

x
f x

x
  .

Poiché 


1
sin

lim
0 x

x
x

   il punto 00 x   è una discontinuità eliminabile.

Ricordiamo che data Rbaxf ),(:)(   limitata superiormente  (inferiormente)  il numero reale

)(mM   è tale che )(max
),(

xfM
ba

 




  )(min

),(
xfm

ba
   se

1. ),()( baxMxf                               [ 1' ) ),()( baxxfm  ]

2. Mxfctbax  )(..),( [ 2 ' ) mxfctbax  )(..),( ]
Inoltre, in generale, una funzione )(xf  non è necessariamente limitata superiormente (inferior-

mente) e se lo fosse non è detto che abbia massimo (minimo).

I teoremi che ora dimostreremo riguardano le funzioni continue in  ba,  intervallo chiuso e limi-
tato.

Teorema 4.16 (I0 teorema di Weierstrass) Sia ( ):[ , ]f x a b   continua , allora

i )(xf è  limitata  baxkxfhRkh ,)(:, 
ii posto )(inf xfm  , )(sup xfM  allora  :,, 21 baxx 

 
 )(max)(

)(min)(

2

1

xfMMxf

xfmmxf




Dimostrazione i: Procediamo per assurdo;
supponiamo che )(xf  non sia limitata in  ba,  ; allora  [ , ] : ( )k kk x a b f x k      ;

siano:   kxfbaxk  )(:,1 11

  kxfbaxk  )(:,2 22

……………………….
  kxfbaxnk nn  )(:,
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……………………….
Poiché   nnn xNnbax )(,,   è una successione limitata allora (Teorema di Bolzano -

Weierstrass) knk
x )(  estratta tale che  bacx

kn
n

,lim 


 .

Essendo )()(lim cfxf
cx




 , dal teorema di caratterizzazione del limite, risulta

)()(lim cfxf
kn

k



.

D’altra parte Nk  , kn nxf
k
)(  , allora, dal teorema di confronto sui limiti si ha )(cf

, assurdo. L’assurdo è sorto dall’avere supposto che )(xf  non fosse limitata superiormente in  ba, .

Dimostrazione ii: Detto )(sup xfM    risulta  baxMxf ,)(   . Per  assurdo, sia

 baxMxf ,)(    allora la funzione
)(

1
)(

xfM
xg


   è definita e continua in  ba, .

Dalla prima parte del teorema, la funzione )(xg  risulta limitata superiormente in  ba, , cioè
1 1

: ( )  [ , ] ( )  [ , ] ( )  [ , ].H g x H x a b M f x x a b f x M x a b
H H

              

D’altra parte poiché )(sup xfM   , in corrispondenza di
1 1

 [ , ] : ( )x a b f x M
H H

      .

L’ultima relazione porta ad una contraddizione in quanto otteniamo
H

Mxf
H

M
1

)(
1

  .

Teorema 4.17 (esistenza degli zeri) Sia ( ):[ , ]f x a b   continua , 0)()(  bfaf ; allora

  0)(:,  cfbac .

Dimostrazione: Sia ad esempio 0)( af    ed 0)( bf . Suddividiamo l’intervallo  ba,  in due

intervalli di eguale ampiezza tramite il punto medio di  ba,  :
2

ba 
 .

Se 0)( f  abbiamo provato l’asserto, in caso contrario diciamo  11 ,ba  l’intervallo della de-

composizione tale che 0)( 1 af   ed 0)( 1 bf   , con bbaa  11   e
211

ab
ab


  .

Decomponiamo ora  11 ,ba  tramite il punto medio
2

11
1

ba 
   in due intervalli di eguale am-

piezza; se 0)( 1 f   abbiamo concluso, in caso contrario diciamo  22 ,ba  l’intervallo della decom-

posizione tale che 0)( 2 af   ed 0)( 2 bf   , con bbbaaa  1221    e

2
11

22 22

abab
ab





 . Così determiniamo (se il procedimento non ha avuto termine) due succes-

sioni    nnnn ba ,   tali che :

n na a b b n     ; 1 1,n n n na a b b n     ; ( ) 0,   ( ) 0n nf a f b n   

ed infine
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2n n n

b a
b a n


    .

Poiché nna )(  è  monotona non decrescente ed na b n    dal teorema di regolarità delle suc-

cessioni monotone  bacan
n

,lim 


.

Risulta  lim lim
2 2n n n nn nn n

b a b a
b a n b a c

 

          
 

  .

Dal teorema di caratterizzazione del limite e dalla continuità di )(xf in c otteniamo che

)()(lim

)()(lim

cfbf

cfaf

n
n

n
n









e, poiché Nnbfaf nn  0)(,0)( , dal teorema di confronto si ha :

0)(0)(  cfedcf .
Le ultime due relazioni possono coesistere solo per 0)( cf c.v.d..

Teorema 4.18 (IIo teorema di Weierstrass) Sia ( ):[ , ]f x a b   continua;

posto )(min xfm  , )(max xfM  allora     )(:,: cfbacMm

Dimostrazione: Siano   Mxfmxfxxbaxx  )(,)(:,,, 212121   allora

 baxxfxfxf ,)()()( 21  .

Fissato Mm   :  definiamo  21 ,,)()( xxxxfxg   .  La funzione )(xg  è continua

in  21 , xx  in quanto differenza di funzioni continue; inoltre

0)()( 11   mxfxg

0)()( 22   Mxfxg

allora dal teorema di esistenza degli zeri    baxxc ,, 21    tale che 0)()(  cfcg  , ovve-
ro )(cf .

OSSERVAZIONE. Il secondo teorema di Weierstrass afferma che se ( ):[ , ]f x a b   è continua allo-

ra  Mmxfcod ,)(    dove )(min xfm   , )(max xfM  . In generale se ( ): ( , )f x a b    è con-

tinua si può provare che  )(sup),(inf)( xfxfxfcod   potendo anche )(sup xf  ed )(inf xf  non
essere finiti.

ESEMPI

 Determiniamo il codominio di )1log()(  xxf   per   ,0x ;

risulta )(xf  continua in  ,0   in quanto restrizione e composizione di funzioni continue.
Poiché 0)1log(1log0011  xxxx ovvero

0)()1log()0(0  xxfxf   cioè
 

)(min0
,0

xf


 ;

d’altra parte
 




)(sup)1log(lim
,0

xfx
x

  pertanto
 

 


,0)(
,0

xfcod .



Capitolo IV90

 L’equazione 0123  xx   ha radici reali?
Sia 12)( 3  xxxf  ; osserviamo che )(xf  è definita e continua in   e risulta

01)0(

02)1(




f

f

allora dal teorema di esistenza degli zeri  0,1x   tale che 0)( xf .

Pertanto l’equazione data ha almeno una radice reale  0,1x .
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Capitolo 5. Calcolo infinitesimale

5.1 Derivazione

Siano ( ): ( , )f x a b    ed  bax ,0  .

DEFINIZIONE. Diremo che )(xf è derivabile nel punto 0x se esiste finito il seguente limite

0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf
xx 




e porremo per definizione )(' xf oppure  
0

)( xxxfD  il valore  di tale limite.

La funzione  0
0

0 ),(:
)()(

xba
xx

xfxf





   si chiama rapporto incrementale  di )(xf  in 0x ;

ponendo hxx  0   il rapporto incrementale si può anche scrivere nella seguente maniera:

),(,0
)()(

00
00 xbxahh

h

xfhxf



.

È di facile verifica che
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf
xx 




  =
h

xfhxf
h

)()(
lim 00

0




.

5.1.1 Significato geometrico della derivata

Sia ( ): ( , )f x a b    derivabile  in  bax ,0  ;   sia  0( , )x a b x    e consideriamo sul grafi-

co di )(xf   i punti  )(, 000 xfxP    ,  )(, xfxP    :

Figura 5.1 Significato geometrico della derivata in un punto.



P

P0

s

t





a 0x                  x                      b

0

( )

( )

f x

f x

x


y


O



Capitolo V92

Detta s la retta secante il grafico nei punti 0P , P  ed   l’angolo che essa forma con l’asse x


 ,

risulta
0

0 )()(

xx

xfxf
tg




  .

Sia ora t la retta passante per 0P , ed avente coefficiente angolare )(' 0xf :

)()(')(: 000 xxxfxfyt  .

Risulta )('
)()(

limlim 0
0

0

00

xf
xx

xfxf
tg

xxxx








 da cui deduciamo che al tendere di x ad 0x  il pun-

to P si muove sul grafico  di )(xf  verso il punto 0P  e la retta s, ruotando intorno a 0P si andrà a so-

vrapporre alla retta t  che rappresenta, quindi, la sua posizione limite.
La retta t  che ha la proprietà di intersecare il grafico di )(xf  nelle “vicinanze” di 0P  solo nel

punto 0P , viene detta la retta tangente al grafico in 0P ; pertanto geometricamente la derivata di

)(xf  in 0x , )(' 0xf  , rappresenta il coefficiente angolare della retta tangente al grafico di )(xf  nel

punto  )(, 000 xfxP  .

DEFINIZIONE. Se )(xf è derivabile in ogni  bax ,0  si dice che )(xf è derivabile in  ba, .

In tal caso possiamo definire la funzione che ad ogni  bax ,0    associa la derivata di )(xf  in

0x . Tale funzione si chiama la funzione derivata prima di )(xf  e si indica con )(' xf  oppure

 )(xfD .

5.1.2 Derivata delle funzioni elementari

a) se ( )  ,f x k x k     allora '( ) 0f x x   ;

b) se ( ) ,f x x    allora 1)('   xxf ;

c) se 1,0)(  aaconaxf x   allora aaxf x log)('  ; in particolare x xD e e    ;

d) se 1,0log)(  aaconxxf a   allora e
x

xf alog
1

)('   ;  in particolare  
x

xD
1

log  ;

e) se xxf sin)(    allora xxf cos)('  ;
f) se xxf cos)(    allora xxf sin)('  ;

5.1.3 Regole di derivazione

Siano )(xf  , ( ): ( , )g x a b   , derivabili in  ba,  ,  sia k , si prova che le funzioni

)(xfk  , )()( xgxf  , )()( xgxf  ,
)(

)(

xg

xf
 (con )0)( xg    sono derivabili e valgono le seguenti

formule:
    )()( xfDkxfkD  ;

      )()()()( xgDxfDxgxfD  ;

      )()()()()()( xgDxfxgxfDxgxfD  ;
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
   

 2)(

)()()()(

)(

)(

xg

xgDxfxgxfD

xg

xf
D











;

Teorema 5.1  (derivazione della funzione composta) Siano ( ): ( , )f x a b   , ( ): ( , )g y c d   e sia
),())(( dcxfcod  . Consideriamo la funzione composta ( ) ( ( )) : ( , )F x g f x a b   ; se )(xf e

( )g y sono derivabili allora )(xF è derivabile e risulta

)('))((')(' xfxfgxF  .

ESEMPI

  
2 2

2
2 2 2

sin cos cos sin ( sin ) cos sin 1
tg 1 tg

cos cos cos cos

x x x x x x x
D x D x

x x x x

          
.

    2 23 5 1 3 5 1 6 5D x x D x D x D x              .

    
x

xxDxD
2

1

2

1
2

1
2

1









  .

   x
x

xD 2
1

1
)1log(

2
2 


 ; infatti  la funzione )1log( 2 x   è  composta da 1)( 2  xxf   e

yyg log)(   ;  poiché   xxfD 2)(   e  
y

ygD
1

)(    si ha il risultato applicando la regola di

derivazione della funzione composta.


2 2

2x xD e xe    essendo
2xe   composta da 2)( xxf    e yeyg )( .

 2 2sin 2 sin cosD x x x x x x     .

5.1.4 Punti angolosi, cuspidi e flessi a tangente verticale

Siano ( ): ( , )f x a b   ,  bax ,0  ;

DEFINIZIONE. Si chiama derivata destra (sinistra) e la si indica con '
0( )f x (rispettivamente '

0( )f x )

il valore del
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf
xx 


 












0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf
menterispettiva

xx
se questo esiste ed è finito.

OSSERVAZIONE. È di facile verifica che: )(xf  è derivabile in 0x  ' '
0 0( ) ( )f x f x   ed in tal caso

)()()(' 0
'

0
'

0 xfxfxf   .

Siano ( ): ( , )f x a b   ,  bax ,0  ; ( )f x  continua in 0x ;

DEFINIZIONE. Il punto 0x si dice punto angoloso se )(')()( 00
'

0
' xfxfxf   .

In tal caso nel punto fGxfx ))(,( 00  possiamo tracciare una “doppia” retta tangente, grafica-

mente si ha :
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1 0 0 0

2 0 0 0

:  ( ) ' ( )( )

:  ( ) ' ( )( )

t y f x f x x x

t y f x f x x x




  

  

ESEMPIO

Sia xxf )( ; 00 x  è un punto angoloso essendo 1lim
0


 x

x

x
    e 1lim

0


 x

x

x
  .

DEFINIZIONE. Il punto 0x si dice punto di cuspide se

)(
)()(

lim
0

0

0








xx

xfxf
xx

.

Graficamente si ha :

Figura 5.3 Punto di cuspide.

ESEMPIO

Sia 3)( xxf    ; 00 x  è un punto di cuspide infatti 
 x

x

x

3

0
lim   .

DEFINIZIONE. Il punto 0x si dice un punto di flesso a tangente verticale se

)(
)()(

lim
0

0

0





 xx

xfxf
xx

.

Graficamente si ha:

Figura 5.4 Punto di flesso a tangente verticale.

x


y


O
0x

0( )f x
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x


 



x


y


O
0x

0( )f x 0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x


 



x


y


O
0x

0y

1t2t

Figura 5.2 Punto angoloso.
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ESEMPIO

Sia 3 1)(  xxf ; 10 x è un punto di flesso a tangente verticale infatti








 3
2

)1(

1
lim

1

1
lim

1

3

1 xx

x
xx

 .

OSSERVAZIONE. Nel caso in cui )(xf  è continua in 0x  ed uno dei due limiti
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf
xx 




  ,

0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf
xx 




  non è finito , per convenzione si dice che 0x  è un punto angoloso.

Il legame tra una funzione continua ed una derivabile è espresso dal seguente:

Teorema 5.2 Siano ( ): ( , )f x a b   ed  bax ,0  ; se )(' 0xf , allora )(xf è continua in 0x .

Dimostrazione: Scriviamo  000
0

0 ),()()(
)()(

)( xbaxxfxx
xx

xfxf
xf 




  ;

essendo )('
)()(

lim 0
0

0

0

xf
xx

xfxf
xx






   e 0)(lim 0

0




xx
xx

  dai teoremi sulle operazioni con i limiti

risulta )()(lim 0
0

xfxf
xx




 .

OSSERVAZIONE. Il viceversa del teorema precedente in generale non è vero cioè è possibile che
)(xf  sia continua in 0x  ma non ivi derivabile, ad esempio xxf )(   è continua in 0x   ma non è

derivabile, infatti 1lim
0


 x

x

x
 .

5.2 Teoremi fondamentali del calcolo differenziale

I teoremi che ora proveremo sono alla base del calcolo differenziale:

Teorema 5.3 (di Rolle) Sia ( ):[ , ]f x a b   continua ,  bainxf ,)('  ; )()( bfaf  allora

  0)(':,  cfbac .

Dimostrazione: Essendo )(xf  continua in  ba,  è ivi dotata di minimo e di massimo (primo teore-

ma di Weierstrass), siano  baxx ,, 21    tali che
 

)(min)(
,

1 xfmxf
ba

 ,
 

)(max)(
,

2 xfMxf
ba

 .

Se ax 1  ed bx 2  (o viceversa) )(xf  è costante in  ba,  , essendo

 baxMxfm ,)(    ed Mbfafm  )()(   per cui  baxxf ,0)('  .

Se ciò non accade, allora, almeno uno dei due punti 1x  ed 2x  è interno ad  ba,  sia ad esempio

 bax ,2   .

Proviamo che 0)(' 2 xf  ;  risulta



Capitolo V96











2

1

2

2

0

0)()(

xxse

xxse

xx

xfxf

in quanto  baxxfMxf ,)()( 2    , allora

0)(
)()(

lim 2
'

2

2

2






 

xf
xx

xfxf
xx

   ed 0)(
)()(

lim 2
'

2

2

2






 

xf
xx

xfxf
xx

 .

D’altra parte, poiché )(xf  è derivabile in 2x  , si ha )()()(' 2
'

2
'

2 xfxfxf     da cui necessa-

riamente 0)(' 2 xf .

OSSERVAZIONE. Graficamente il teorema di Rolle ha il seguente significato: esiste almeno un punto
del grafico della funzione dove la retta tangente è parallela all’asse x


:

Figura 5.5

Teorema 5.4 (di Lagrange) Sia ( ):[ , ]f x a b   continua; )(' xf in  ba,  allora

 
ab

afbf
cfbac





)()(

)(':, .

Dimostrazione: Consideriamo la funzione ausiliaria  baxkxxfxF ,)()(   dove la costante
k va  scelta in maniera tale che )(xF  soddisfi le ipotesi del Teorema di Rolle .

Essendo differenza di funzioni continue in  ba,  la )(xF  è continua in  ba,  , così essendo dif-

ferenza di funzioni derivabili in  ba,   la )(xF  è derivabile in  ba,  con

 baxkxfxF ,)(')('   .
Per applicare allora il Teorema di Rolle occorre che sia

ab

afbf
kkbbfkaafbFaF





)()(

)()()()(   .

Con tale scelta di k , il teorema di Rolle ci assicura che :

 bac ,    t.c. 0
)()(

)('0)(' 




ab

afbf
cfcF      da cui l’asserto .

OSSERVAZIONE. Il numero
ab

afbf


 )()(

 rappresenta il coefficiente angolare della retta s secan-

te il grafico della funzione nei punti ))(,( afa  , ))(,( bfb ; pertanto il teorema di Lagrange ci assi-
cura che esiste almeno un punto del grafico in cui la retta tangente al grafico della funzione è paral-
lela alla retta s secante il grafico nei suoi estremi:

c

a b

( ) ( )f a f b

O

( )f c

x


y

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Figura 5.6

Corollario 5.5 Sia ( ): ( , )f x a b   continua ; supponiamo che )(' xf in  ba, con

 baxxf ,0)('  allora ( )  ( , )f x k x a b    .

Dimostrazione: Siano ),(21 baxx    con , ad esempio, 21 xx  ; consideriamo la restrizione di

)(xf   ad  21 , xx . Poiché per la restrizione di )(xf   ad  21 , xx  sono valide le ipotesi  del teorema

di Lagrange,  
12

12
21

)()(
)('..,

xx

xfxf
cfctxxc




   ;

d’altra parte )()(0)(' 21 xfxfcf  . Dall’arbitrarietà di ),(, 21 baxx   risulta )(xf  costante
in ),( ba .

Corollario 5.6 Siano ( ), ( ): ( , )f x g x a b   funzioni continue e supponiamo che )('),(' xgxf in

 ba,   ,  baxxgxf ,)(')('  ,  allora ( ) ( )  ( , )f x g x k x a b     .

Dimostrazione: Sarà sufficiente applicare il Corollario 5.5 alla funzione )()()( xgxfxF  .

Corollario 5.7 Sia ( ) : ( , )f x a b   continua; supponiamo che )(' xf in  ba, con
),()0(0)(' baxxf  allora )(xf cresce (decresce)  in ),( ba .

Dimostrazione: Siano ),(, 21 baxx    con 21 xx   ;  consideriamo la restrizione di )(xf  in  21 , xx

e ad essa applichiamo il teorema di Lagrange, allora  21 , xxc   :

))((')()( 1212 xxcfxfxf   da cui )()(0)()( 1212 xfxfxfxf  .

Sono conseguenze del teorema di Lagrange i seguenti:

Teorema 5.8 : Sia ( ) : ( , )f x a b   continua ; supponiamo che )(' xf  in  ba, , allora condi-
zione necessaria e sufficiente affinché )(xf sia crescente (decrescente) in ),( ba è che valgano

1)  baxxf ,)0(0)(' 
2)       ,0)('..,, inxfctba  .

a

b

( )f a

O

( )f b

x


y


c

( )f c
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Tale teorema, di cui omettiamo la dimostrazione, ci permette di stabilire la stretta monotonia di
funzioni )(xf  la cui derivata non è necessariamente sempre positiva (negativa).

ESEMPIO

Sia  3( ) : ,f x x      ; risulta   ,03)(' 2 xxxf  , inoltre

00)('  xxf  pertanto )(xf  cresce in .

Teorema 5.9 (di De L’H ô pital) Sia 0x  , e siano  0( ), ( ): ( , )f x g x a b x   ( 0x  punto di ac-

cumulazione per ),( ba  se 0x   e con ovvie modifiche se 0x   )  tali che

i 0)(lim)(lim
00




xgxf
xxxx

(oppure 


)(lim,)(lim
00

xgxf
xxxx

)

ii  0),()(',)(' xbaxxgxf  con 0)(' xg  in almeno un intorno )( 0xI .

Allora, se esiste il
)('

)('
lim

0 xg

xf
xx


)('

)('
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf
xxxx 

 .

OSSERVAZIONE. Il Teorema 5.9 ci fornisce solo una condizione sufficiente, ovvero è possibile por-
tare esempi dove dall’esistenza del limite del rapporto delle funzioni date non si deduce l’esistenza
del limite del rapporto delle loro derivate.

OSSERVAZIONE. Il teorema 5.9 ci fornisce un utile strumento per risolvere le forme indeterminate






0

0
  ed 







 :

ESEMPI

 










 x

e x

x

1
lim      [  xe x ;)1( ]  ;

poiché 
 1

lim
x

x

e
  si ha 


 x

e x

x

1
lim   .

 








 0

0

4

6
lim

2

2

2 x

xx
x

    [ 0)4(,0)6( 22  xxx ]

poiché
4

5

2

12
lim

2



 x

x
x

    si ha
4

5

4

6
lim

2

2

2





 x

xx
x

 .

 1
2

1
2

1

1
lim

0

0

)1log(

)1log(
lim

2

202

2

0

















 x

x
x

xx

x
x

D

x
.

 1
)12)(1(

1
lim

12
1

1

lim
0

0
lim

20

2

020












  xxx
x

xx

xarctg
xx

D

x
.
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OSSERVAZIONE. Se bisogna calcolare un limite del tipo )()(lim
0

xgxf
xx




 , dove 0)( xf   e

)(xg , si può scrivere

)(

1
)(

)()(

xg

xf
xgxf  oppure

)(

1
)(

xf

xg
  ,  che si presenta sotto la forma 




0

0
 oppure 







 :

ESEMPIO

0
1

2

lim
1

log2
lim

1

1
)(log2

lim
1

log
lim]0[)log(lim

2

00

2

0

2

0

2

0


























 

x

x

x

x

x

x
x

x

x
xx

x

D

xx

D

xx

OSSERVAZIONE. Se bisogna calcolare un limite del tipo )]()([lim
0

xgxf
xx




 , dove )(xf  e )(xg   di-

vergono entrambe a   o a   , si scrive la differenza )]()([ xgxf    sotto forma di  quoziente

)()(

1
)(

1

)(

1

)()(

xgxf

xfxg
xgxf




 e così ci si riconduce alla forma 




0

0
.

ESEMPIO

 
)1)(1(

)1(
lim

)1)(1(

)1(1
lim

1

1

1

1
lim

212

2

121 

















   xx

xx

xx

xx

xx xxx





 1
lim

21 x

x
x

.

ESEMPIO

  






















 

  )1)(coscos(sin

)1)(cos1(cos
lim

cossin

1cos
lim

0

0

sin

sin
lim

sin

11
lim

0000 xxxx

xx

xx

x

xx

xx

xx xx

D

xx













  1cos

1

cossin

sin
lim

)1)(coscos(sin

)1)(cos1(cos
lim

2

00 xxxx

x

xxxx

xx
xx

0
1cos

1

cos
sin

1

sin
lim

0








 xx

x

x
x

x
,

si è tenuto conto del limite notevole
0

sin
lim 1
x

x

x
 .

5.3 Estremi relativi

Siano ( ): ( , )f x a b   ed  bax ,0  ;

DEFINIZIONE. Diremo che 0x  è un punto di massimo (minimo) relativo per )(xf  se

))()(()()(,),(:0 000 xfxfxfxfxxbax  



Capitolo V100

ovvero “localmente”, in un intorno di 0x , )( 0xf  è il massimo (minimo) valore assunto da

)(xf .

Figura 5.7

OSSERVAZIONE. Una funzione potrebbe essere priva di estremi relativi, ad esempio se è crescente o
decrescente, inoltre al contrario degli estremi assoluti (minimo e massimo) gli estremi relativi po-
trebbero non essere unici. Nell’esempio grafico (cfr. Figura 5.7) )(xf  possiede due massimi relativi
e due minimi relativi.

OSSERVAZIONE. Abbiamo osservato come una funzione potrebbe non avere il massimo (minimo)
assoluto; però se questo esiste, può essere assunto in un punto qualsiasi dell’intervallo di definizione
compresi gli estremi.

Evidenziamo che gli estremi relativi per definizione sono sempre interni all’intervallo di defini-
zione, ed in particolare, mentre un estremo relativo non è detto che sia assoluto, un estremo assoluto
è anche relativo se assunto in punto interno all’intervallo di definizione. Nell’esempio grafico (cfr.
Figura 5.7) la funzione )(xf  possiede massimo assoluto che è anche relativo mentre  il minimo as-
soluto ))(( af  non è relativo.

Teorema 5.10 (di Fermàt) Siano ( ): ( , )f x a b   ed  bax ,0  punto di massimo (minimo) rela-

tivo, allora se esiste 0)(')(' 00  xfxf .

Dimostrazione: Dalla definizione di 0x  punto di massimo relativo per )(xf  si ha che

0)()(,),(:0 00  xfxfxxbax  .

Pertanto il rapporto incrementale
0

0 )()(

xx

xfxf




  è non negativo per ogni x  tale che

 00 xxx    ed è non positivo per ogni x  tale che 00 xxx  .

Dai teoremi di confronto sui limiti risulta 0)( 0
'  xf     ed 0)( 0

'  xf .

D’altra parte poiché, per ipotesi esiste )(' 0xf ,  è necessario  che )()( 0
'

0
' xfxf      da cui

l’asserto.

x


y


b0xO

a

0 0x x  

0( )f x = max ( )f x

( )f a = min ( )f x
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Teorema 5.11 Sia ( ) : ( , )f x a b   continua  e sia  bax ,0   . Supponiamo che  esista

   0,)(' xbaxxf   ed esista 0   tale che  00 ,0)(' xxxxf       ,

  00 ,0)(' xxxxf allora 0x  è un punto di massimo relativo per )(xf .

Dimostrazione: Essendo  00 ,0)(' xxxxf    la funzione )(xf  è crescente in

 00 , xx    pertanto  000 ,)()( xxxxfxf    ed analogamente poiché

  00 ,0)(' xxxxf   risulta )(xf  decrescente in  00 , xx   pertanto

  000 ,)()( xxxxfxf .

Si è così determinato un intorno completo di 0x  dove )()( 0xfxf   cioè 0x  è un massimo rela-

tivo per )(xf .

OSSERVAZIONE. Analogamente vale una condizione sufficiente per l’esistenza di un minimo relati-
vo.

ESEMPIO

Determinare gli eventuali estremi relativi della funzione xxxf 2log)(  . La funzione è definita

in  ,0  , risulta

)2)(log(loglog2log
log2

)(log)(' 22  xxxx
x

xx
xxf







2

1
,00)2)(log(log0)('
e

xxxxf   oppure   ,1x    ed





 1,

1
0)('

2e
xxf   ,

in definitiva

Figura 5.8

da cui
2

1

e
x    è un massimo relativo per )(xf , 1x  è un minimo relativo per )(xf .

5.4 Concavità, convessità e flessi

Sia ( ): ( , )f x a b   continua  e sia  bax ,0   tale che  esista )(' 0xf .

Consideriamo ))((')(: 000 xxxfxfyt  ,  la retta tangente al grafico di )(xf  in ))(,( 00 xfx .

'( )f x

 + -  +

   0               1/e2               1
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DEFINIZIONE. Diremo che in ))(,( 000 xfxP   la funzione )(xf  è convessa (concava) o che il gra-

fico di )(xf  volge la concavità verso l’alto (verso il basso) se

  0,),(:0 xxconbax  ))((')()( 000 xxxfxfxf 

 ))((')()( 000 xxxfxfxf  ;

ovvero in un intorno di 0P  (localmente), i punti del grafico di )(xf  giacciono al di sopra  (sotto)

della retta tangente il grafico in 0P

Figura 5.9

Se, invece, in 0P  non è verificata nessuna delle due precedenti disuguaglianze, il punto 0P  è det-

to punto di flesso per )(xf , ovvero in un qualunque intorno di 0P  il grafico della funzione cambia

concavità passando per tale punto:

Figura 5.10

DEFINIZIONE. Diremo che )(xf  è convessa (concava) in ),( ba  se è convessa in ogni

 baxxfxP ,,))(,( 0000    .

Figura 5.11 (a) grafico di una funzione convessa in (a,b) ; (b) grafico di una funzione concava in (a,b).



P0

t

a 0x                          b

0( )f x

x


y


O


P0 t

a 0x                                b

0( )f x

x


y


O

y


y


x


x


OO  a a  b  b

(a)

(b)
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5.5 Derivata seconda

Sia ( ): ( , )f x a b   e supponiamo che esista  baxxf ,)('    .

Fissato  bax ,0    se  esiste ed è finito il
0

0 )(')('
lim

0 xx

xfxf
xx 




 , denoteremo con )('' 0xf  tale valo-

re e,  per definizione, lo chiameremo  “derivata seconda ” di )(xf   in 0x .

OSSERVAZIONE. Ovviamente, la derivata seconda di )(xf  in 0x  non è altro che la derivata della

funzione )(' xf  nel punto 0x :

0
)]('[)('' 0 xxxfDxf  .

Se  bax ,0  esiste )('' 0xf , definiamo  “funzione derivata seconda” di )(xf , e la denotere-

mo con )('' xf , la funzione che ad ogni

  )('', 00 xfbax  .

ESEMPIO

Sia 4( ) :f x x   . Risulta 34)(' xxf   ; 23 12)4()]('[)('' xxDxfDxf  .

Teorema 5.12 Sia ( ): ( , )f x a b   , supponiamo che )('',)(' xfxf  in  ba,  ,  allora se

0)('' xf )0)(''( xf   in  ba,   allora )(xf  è convessa  (concava)  in ),( ba .

Corollario 5.13 Sia ( ): ( , )f x a b   ,  bax ,0  ; supponiamo che )(' xf  in  ba,  , ''( )f x  in

   0, xba  , ed inoltre

 
 













00

00

,0

,0
)('':0

xxin

xxin
xf ,

allora ))(,( 00 xfx  è un punto di flesso.

Dimostrazione: Dal teorema precedente, )(xf è convessa in ),( 00 xx  ed è convessa in

),( 00 xx  , pertanto il grafico della funzione nel passare per ))(,( 00 xfx  cambia concavità.

Teorema 5.14 Sia ( ): ( , )f x a b   ,  bax ,0   ; supponiamo che )(' xf  in  ba,   , 0)(' 0 xf

ed )0(0)('' 0  xf  allora 0x  è un minimo  (massimo)  relativo.

ESEMPIO

Determinare la concavità, convessità e gli eventuali flessi della funzione )1log()( 2  xxf  .

La funzione )1log( 2 x  è definita in   ,  ,  risulta :

1

2
)('

2 


x

x
xf x   ed
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22

2

22

22

22

2

)1(

22

)1(

422

)1(

)2(2)1(2
)(''













x

x

x

xx

x

xxx
xf  .

Poiché 110)1(20)('' 2  xxxf       ed

1,10)(''  xxxf     si ha :

Pertanto ( )f x  è convessa in  1,1  ed è concava in  , 1   e in  1, .

Inoltre )2log,1(1 P e )2log,1(2 P  sono punti di flesso.

5.6 Asintoti al grafico di una funzione

DEFINIZIONE. Sia ( ) : , ,f x X X X     ; sul piano cartesiano assegnata la retta r e trac-

ciato il grafico della funzione data ( fG ), diremo che la retta è un asintoto di fG se la distanza tra il

generico punto ( , ( )) fP x f x G   e la retta “tende” ad essere nulla in corrispondenza al movimen-

to di x, ovvero la retta tende ad appoggiarsi al grafico senza “toccarlo”.

Si possono presentare tre diverse situazioni:

 Asintoto verticale :
Sia  0( ): ( , )f x a b x   ; se 


)(lim

0

xf
xx

 , la retta 0xx   si dice un asintoto verticale per

il grafico della funzione; graficamente la distanza tra il generico punto ( , ( )) fP x f x G  e la

retta 0xx   diminuisce al tendere di x ad 0x (
0 0

0(lim ( , ) lim | | 0)
x x x x

d P s x x
 

   .

In figura è descritta la situazione 


)(lim
0

xf
xx

 , 


)(lim
0

xf
xx

 :

Figura 5.12 Asintoto verticale.
ESEMPIO

0x x


y


O

''( )f x
- + -

-1                  1

 
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Sia   0,:
1

)( 
x

xf  , risulta


 xx

1
lim

0
  e 

 xx

1
lim

0
  pertanto 0x   è un asintoto verticale per fG .

 Asintoto orizzontale
Sia )(xf  una funzione definita in X non limitato sup. e/o inf.., per esempio  , [a  ; se

lxf
x




)(lim ,  la retta s: ly   si dice asintoto orizzontale destro per il fG ;  graficamente la di-

stanza tra il generico punto ( , ( )) fP x f x G   e  la retta s ( ( , ) | ( ) |)d P s f x l   tende a dimi-

nuire (senza mai annullarsi)  man mano che x  cresce (nota che
lim ( , ) lim | ( ) | 0
x x

d P s f x l
 

   ).

Osserviamo che al “finito” fG  ed s possono intersecarsi in quando la condizione espressa dal

lxf
x




)(lim  è valida per x “grande”.

Figura 5.13 Asintoto orizzontale destro.

Se )(xf  è definito in un insieme X non limitato, ad esempio l’intervallo   ,  , la cur-
va )(xfy  può ammettere due asintoti, uno relativo all’intervallo [,0(   (asintoto orizzon-
tale destro) ed uno relativo all’intervallo )0,]    (asintoto orizzontale sinistro). Asintoti che,
ovviamente, potrebbero essere distinti.

ESEMPIO

Sia   0,:
1

)( 



x

x
xf  ; poiché 1

1
lim 


 x

x
x

, la retta 1y   è un asintoto orizzonta-

le destro e sinistro per il grafico della funzione .

 Asintoto obliquo
Sia ( ): ( ,f x a     e sia assegnata la retta obliqua )0(:  mnmxyr ; se




)(lim xf
x

 si prova che condizione necessaria e sufficiente affinché r sia un asintoto (obli-

quo) destro per fG  è che risulti :
x

xf
m

x

)(
lim


    ; ])([lim mxxfn

x



 .

Anche in tal caso alla parola “asintoto” diamo il significato visto in precedenza, ovvero al cre-
scere di x il punto fGxfxP  ))(,(  ha distanza da r  che tende ad essere zero, ovvero fG  ten-

a x


y


O

y  =l
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de ad “appoggiarsi”  ad r senza mai intersecarla. Al solito la situazione descritta è valida per x
“grande” infatti fG  ed r possono avere “al finito” intersezione :

Figura 5.14 Asintoto obliquo destro.

Come osservato per l’asintoto orizzontale, se )(xf  è definita in ] ,b  è possibile che esista

un asintoto obliquo sinistro, del tutto differente da quello destro.

OSSERVAZIONE. Ovviamente, l’esistenza dell’asintoto orizzontale preclude quella dell’asintoto o-
bliquo.

ESEMPIO

Sia    1,:
1

1
)(

2






x

x
xf  ;  poiché 




 1

1
lim

2

x

x
x

e

1
1

1

1
lim

2





 xx

x
x

, 1
1

1
lim

1

1
lim

2


















 x

x
x

x

x
xx

,

la retta 1 xy  è asintoto obliquo destro e sinistro per fG .

5.7 Studio del grafico di una funzione

I risultati di questo capitolo ci permettono di studiare e tracciare il grafico di una funzione )(xf .
I passi da seguire a tale scopo sono :

 Si determina l’insieme di  definizione o dominio della funzione )(xf ;

 Si esamina se la funzione gode di qualche simmetria; ad esempio se è una funzione pari
( Dxxfxf  )()( )  o è una funzione dispari ( Dxxfxf  )()( ) , in tal caso è

possibile studiare )(xf  solo, ad esempio, per le  0 xDx ;

 Si studia, se è possibile farlo, il segno di )(xf  e si calcolano le eventuali intersezioni del grafico

fG  con gli assi cartesiani ;

 Si studia il comportamento al limite di )(xf  e si determinano gli eventuali asintoti;

 Si determinano gli intervalli di monotonia di )(xf , dove la funzione è crescente o decrescente e
gli eventuali estremi relativi studiando il segno della derivata prima )(' xf ;

x


y


O

y = mx+n

a
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 Si determinano la concavità, convessità e gli eventuali punti di flesso, studiando il segno della
derivata seconda )('' xf  ;

 Si riportano nel sistema di riferimento cartesiano le informazioni ottenute nei passi precedenti e
si disegna il grafico della funzione;

Secondo tale schema ricaviamo i grafici, già disegnati nel Capitolo 1, relativi alle funzioni ele-
mentari xea a

x log   nel caso, ad esempio, a e .

a. Sia ( ) xf x e ; la funzione assegnata è definita per   ,x . Risulta

0x
fe x G     non interseca l’asse x


, mentre 0(0) 1f e    pertanto fG  interseca

l’asse y


 nel punto )1,0( .
La funzione non presenta simmetrie, essendo

( )1
( )

( )

x
x

x x

e f x
f x e

e e f x
  

    
  

.

Comportamento al limite: lim 0 0x

x
e y


     asintoto orizzontale sinistro

lim x

x
e


     asintoto orizzontale destro;

poiché lim lim
x D

x

x x

e
e

x 
      asintoto obliquo destro ;  inoltre non esistono asintoti ver-

ticali.
Calcoliamo )(' xf  per x  ;  risulta

'( ) [ ] 0x xf x D e e x     , pertanto )(xf  cresce in   ,  e quindi non ha estremi re-
lativi.
Calcoliamo )('' xf  per x  ;  risulta ''( ) [ ] 0x xf x D e e x        pertanto )(xf  è

convessa in   , .
Le informazioni precedenti sono riassunte nel seguente grafico

Figura 5.15 grafico di ex .

b. Sia ( ) logf x x ; la funzione assegnata è definita in [,0] D . Risulta che
log 0 1x x       ed log 0 1x x   , pertanto [,1]0)(  xxf  ,

[1,0]0)(  xxf   e fG   interseca l’asse x


  nel punto )0,1( .

x


y


O
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Poiché 0x  non abbiamo intersezioni con l’asse y


 . La funzione  non presenta simmetrie, in-
fatti se 00  xx   e quindi  non ha senso calcolare )( xf  .
Comportamento al limite :

0
lim log 0
x

x x


      è asintoto verticale destro;

lim log
x

x


     asintoto orizzontale destro e poiché
log 1

lim lim 0
D

x x

x

x x 
   

asintoto obliquo destro .

Calcoliamo )(' xf   per 0x  ; risulta   1
'( ) log 0 0f x D x x

x
         pertanto )(xf  cre-

sce  in [,0]   e quindi non ha estremi relativi .

Calcoliamo )('' xf   per 0x  ; risulta
2

1 1
''( ) 0 0f x D x

x x
        

 pertanto )(xf  è

concava  in [,0]   . Riassumendo le informazioni ottenute nel diagramma cartesiano si ha:

Figura 5.16 Grafico di log x.

ESEMPI

 Studiare e tracciare il grafico della seguente funzione xexxf  1

1

)( .

La funzione è definita in  :1 0 ] ,1[ ]1, [D x x         .

Risulta 1,001

1

 xxex x    ed 001

1

 xex x   pertanto 0)( xf   in
[,1][1,0]     ed 0)( xf   in [0,]    ;   il grafico della funzione interseca l’asse x


 nel

punto )0,0( . La funzione non presenta alcuna simmetria.
Studiamo il comportamento al limite per determinare eventuali asintoti:





xx 1

1
lim

1
, da cui 0lim 1

1

1


 

x

x
ex    e 

 

x

x
ex 1

1

1
lim   ;  con ciò si ha che la retta di equa-

zione 1x   è asintoto verticale sinistro;





x

x
ex 1

1

lim   per cui non esistono asintoti orizzontali.

x


y


O
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Ricerchiamo gli eventuali asintoti obliqui: m
x

ex x

x





1lim

1

1

1
1 1 1

1 1 1
lim lim 1 lim 1

1 1
1

x
x x

x x x

e x
x e x x e

x
x


 

  

  
         



essendo 1
1

lim

1

1
1

lim
0

1

1













 y

e

x

e y

y

x

x
  e 1

1
lim 

 x

x
x

;

pertanto la retta di equazione 1y x     è  asintoto obliquo sinistro e destro per il grafico della
funzione .Calcoliamo )(' xf   per 1x  :

1 1 1

1 1 1
2

1
'( )

(1 )
x x xf x D x e e x e

x
  

 
       

1

1
2

2
( 1)

(1 )

xe
x x

x



 


;

'( ) 0 1, 1f x x x    ,  da cui

e quindi )(xf  cresce in  ,1  e in  ,1 , non ha estremi relativi.

Calcoliamo )('' xf  per 1x :
1 12 2 2 2

1 1
2 2 2 4

( 1) 1 ( 1) (2 1)(1 ) 2( 1)(1 )
''( )

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )
x xx x x x x x x x x

f x D e e
x x x x

 
            

            

 
1

1

4
2

(1 )

xe
x

x



 


;

''( ) 0 2 0 2f x x x      , da cui

e quindi )(xf  è convessa in    ,1 1,2 

ed è concava in  2, ;

il punto   1 2, 2P f   è un punto di flesso.

Il grafico di )(xf   è il seguente:

''( )f x
 + +

        1                   2

-



'( )f x
+  +

        1
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Figura 5.17 Grafico di

1
1( ) xf x xe  .

 Studiare e tracciare il grafico della seguente funzione
2

( )
3

x
f x

x



.

La funzione è definita in  : 3 0 ] ,3[ ]3, [D x x        .

Risulta
2

0
3

x

x



 se 3x  , pertanto ( ) 0f x  in ]3, [ , ( ) 0f x  in ] ,3[ . Il fG interseca

l’asse x


 nell’origine del s.d.r.. La funzione non presenta alcuna simmetria.

Studiamo il comportamento al limite per determinare eventuali asintoti:
2

3
lim  3

3x

x
x

x
   


 è asintoto verticale;

2 2

lim lim
33 (1 )

x x

x x

x x
x

 
   

 
 asintoto orizzontale dx. e sx.;

ricerchiamo gli eventuali asintoti obliqui:
2

3lim 1
x

x

xm
x

  ;
2 3

lim lim 3
3 3x x

x x
n x

x x 
   

 
, pertanto la retta 3y x   è asintoto obli-

quo destro e sinistro.

Calcoliamo )(' xf   per 3x   :
2 2

2 2

2 ( 3) 6
'( )

( 3) ( 3)

x x x x x
f x

x x

  
 

 
;

2'( ) 0 6 0 0, 6f x x x x x      

1            2

(2)f

y


x


O

'( )f x

+  +

        0           3            6

- -
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e quindi )(xf  cresce in  ,0  e in  6, , decresce in  0,3 e in  3,6 ; i punti (0,0) e

(6,12) sono rispettivamente di massimo relativo e di minimo relativo.

Calcoliamo )('' xf  per 3x  :
2 2

4

(2 6)( 3) 2( 6 )( 3)
''( )

( 3)

x x x x x
f x

x

    
 



3

18

( 3)x



;

''( ) 0 3f x x  

quindi )(xf  è convessa in  3, ed è concava in e quindi )(xf  è convessa in  ,3 , non ha

flessi.

Il grafico di )(xf   è il seguente

Figura 5.18 Grafico di ( )

2

3
f x

x

x



.

3

y


x


O 6

12

''( )f x

 +

   3

-

 
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Capitolo 6. Integrazione

6.1 Integrale Indefinito

DEFINIZIONE. Sia ( ) : ( , )f x a b   ;  la funzione ( ) : ( , )F x a b    si dice primitiva della funzione
)(xf  se )(xF   è derivabile in ),( ba    ed

),()()(' baxxfxF  .

OSSERVAZIONE. In generale non tutte le funzioni sono dotate di primitiva, ad esempio consideriamo

1 0
( ) :

1 0

se x
f x

se x


  

  .

Se )(xF  è una primitiva di )(xf  allora
'( ) ( )F x f x x   ,

in particolare 01)('  xxF     da cui 1 1: ( ) 0c F x x c x        ed

01)('  xxF    da cui 2 2: ( ) 0c F x x c x      .

D’altra parte, poiché )(xF  è continua  (in quanto derivabile) in 00 x ,  segue

)(lim)(lim)0(
00

xFxFF
xx  

   ovvero 21)0( ccF  .

Pertanto














0

0

0

)(

1

1

1

xsecx

xsec

xsecx

xF        e quindi 1( )F x x c x    .

Se ne ricava che 1( )x F x c x      e allora, poiché differenza di due funzioni derivabili,

x  sarebbe derivabile in 00 x : assurdo!

Ne consegue una contraddizione, ovvero )(xf  non ha primitive.

DEFINIZIONE. L’insieme delle primitive di )(xf  si chiama “l’ integrale indefinito” di )(xf  e lo si
denota con il simbolo
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   ....)()()( dttfdyyfdxxf .

Tale insieme che, come osservato, potrebbe essere l’insieme vuoto è caratterizzato dalla

Proposizione 6.1 Sia ( ) : ( , )f x a b    e sia )(xF  una primitiva di )(xf  allora

cxFdxxf  )()( .

La suddetta eguaglianza è intesa dal punto di vista insiemistico.

Dimostrazione: Sia  dxxfxG )()(  , allora )(xG  è definita e derivabile in ),( ba  con

),()()(' baxxfxG  .
Poiché )(xG  ed )(xF  possiedono la stessa derivata, differiscono per una costante (Corollario

5.6) ovvero : ( ) ( ) ( , )x F x x a b        , per cui )(xG  appartiene all’insieme
 ( ) ,F x c c  .

Viceversa sia 1c     e  consideriamo 1)( cxF  ; poiché

  )(][)]([)( 11 xfcDxFDcxFD  ,  la funzione  dxxfcxF )()( 1 .

Ciò completa l’asserto.

Come abbiamo fatto per la derivazione, presentiamo gli integrali delle funzioni elementari e la-
sciamo al lettore la loro immediata verifica:

 Se 1  ,  





c
x

dxx
1

1






   cxdx
x

log
1

 cedxe xx 
   csenxdxxcos

 cxdxx  cossin

     cxtgdx
x

dxxtg
2

2

cos

1
1 .

6.1.1 Regole di integrazione

Le seguenti formule sono eguaglianze insiemistiche, ovvero sono intese nel senso che ogni ele-
mento che appartiene all’insieme definito dal primo membro appartiene anche all’insieme definito
dal secondo membro e viceversa, sottintendendo che se uno dei due insiemi è vuoto allora anche
l’altro deve essere privo di elementi.

Siano ( ), ( ) : ( , )f x g x a b   , , , k   :

i. se  0 , ( ) ( )k k f x dx k f x dx        (omogeneità dell’integrale indefinito);
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ii. se almeno una delle due  funzioni )(xf  o )(xg  è dotata di primitiva

     dxxgdxxfdxxgxf )()()()(    (linearità dell’integrale indefinito).

Dalle 1) e 2) si ricava la formula di integrazione per decomposizione in somma

    dxxgdxxfdxxgxf )()()()( 

ed, in particolare, dalla 2)  se )(xu  e )(xv  sono due funzioni derivabili in ),( ba , ricaviamo la for-
mula di integrazione per parti

  dxxvxuxvxudxxvxu )()(')()()(')( .

ESEMPI

a.    cxxdxxdxxdxxx cossin3)sin3( 322 .

b.    cexdxeexdxex xxxx )1(

posto 1)(',)(  xuxxu ,
xx exvexv  )(,)(' .

c. 2 2sin sin sin sin cos cosx dx x x dx x x x dx      
2sin cos (1 sin )x x x dx     dxxxxx 2sincossin

posto xxuxxu cos)(',sin)(  ,
xxvxxv cos)(,sin)('  ;

da cui 22 sin sin cosx dx x x x c         e   quindi c
x

xxdxx  2
cossin

2

1
sin 2 .

Infine vogliamo enunciare le formule di integrazione per sostituzione :

1° formula di integrazione per sostituzione:

siano ( ) : ( , )f x a b   , ( ) : ( , )t c d    derivabile,  tale  che ),()( batcod   allora

   


)(
)()('))((

tx
dxxfdtttf


 ;

2° formula di integrazione per sostituzione:

se )(t , in aggiunta alle ipotesi precedenti,  è dotata di funzione inversa )(x   allora

 
)(

)('))(()(
xt

dtttfdxxf



  .

ESEMPI

a.    


cecedxedttDedtte t

tx

x

tx

xtt 2

22

22

)(2 2 ;
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b.   









cxctdttdxx
xtxt

2sin
2

1
sin

2

1
cos

2

1
2cos

22

posto dtdx
t

xtx
2

1
,

2
,2   .

Dalle  formule di integrazione per sostituzione e dagli integrali delle funzioni elementari ricaviamo i
seguenti integrali indefiniti:

 se 1      
c

t
dxxdttt

tx







 1

)(
)(')(

1

)( 









 ctdt
t

t
 )(log

)(

)('





 cedtte tt  )()( )('  

 ctdttt  )(cos)(')]([sin 

 ctdttt  )(sin)(')]([cos 

   cttgdtttg  ))(())((1 2  .

6.2 Integrale Definito: Il problema delle aree

DEFINIZIONE. Sia ( ) :[ , ]f x a b    continua, ( ) 0 [ , ]f x x a b   ; si chiama Rettangoloide relativo
ad )(xf  di base ],[ ba  il sottoinsieme del piano

 ([ , ]) ( , ) : [ , ] , 0 ( )fR a b x y x a b y f x      

Figura 6.1 Rettangoloide relativo ad f(x) di base [a,b].

Analogamente data Rbaxg ],[:)(  continua, con ( ) 0 [ , ]g x x a b     si chiama pure rettan-

goloide relativo a )(xg   di base ],[ ba  il sottoinsieme di 2R

 ([ , ]) ( , ) : [ , ] , ( ) 0gR a b x y x a b g x y      

( , )fR a b

  a   b

fG

x


b

y


b

O

b
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Figura 6.2 Rettangoloide relativo a g(x) di base [c,d].

È importante sapere che è possibile calcolare l’area di ]),([ baR f (e quindi di ([ , ])gR a b ) basan-

dosi sul metodo introdotto da Archimede nel III secolo a.C.. (metodo di esaustione).

In generale assegnata ( ) :[ , ]F x a b    continua,
è possibile decomporre ],[ ba  in un numero finito di

sottointervalli ),...,1(],[ 1 nixx ii    a due a due

privi di punti interni in comune in maniera tale che
)(xF   sia di segno costante in  ciascun

nixx ii ,...,1],[ 1   , così da poter considerare

 ],[ 1 iiF xxR  (cfr. Figura 6.3).

DEFINIZIONE. Poniamo ]),([)()( 1
1 ],[ 1

ii

n

i
F

xx

b

a

xxRareaxFsegdxxF
ii



 



dove












 ],[0)(1

],[0)(1
)(

1

1

],[ 1 ii

ii

xx xxinxFse

xxinxFse
xFseg

ii

.

Tale definizione, ovviamente, non dipende dalla decomposizione di ],[ ba  . In particolare, se
0)( xF  in ],[ ba

]),([)( baRareadxxF F

b

a

 .

Per definizione, infine, poniamo 0)(  dxxF
a

a

.

6.2.1 Proprietà dell’integrale definito

 Additività dell’integrale rispetto all’intervallo: Sia ( ) :[ , ]f x a b     continua,  bac ,   allora

 
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( .

La dimostrazione è immediata nel caso in cui 0)( xf   in quanto

]),([]),([]),([ bcRareacaRareabaRarea fff  ;

( , )gR a b

 a    b

gG

x


b

y


b

O

b

     a

   b

FG

x


b

y


b

O

b

1x 2x 3x

Figura 6.3
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il lettore esamini il caso generale.
 Teorema della media : Sia ( ) :[ , ]f x a b   continua, allora ],[0 bax   tale che

0( ) ( )( )
b

a

f x dx f x b a  .

 Proprietà distributiva dell’integrale : Siano ( ), ( ) :[ , ]f x g x a b   continue; ,    allora

 
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([  .

Concludiamo il capitolo con due teoremi importanti : il primo stabilisce un legame tra l’integrale
definito e l’integrale indefinito, il secondo ci fornisce una formula utilissima per il calcolo
dell’integrale definito.

Teorema 6.2 (Esistenza della primitiva) : Sia ( ) : ( , )f x a b    continua, allora essa è dotata di
primitive.

Dimostrazione: Sia ( ) : ( , )F x a b     definita  da

),(,)()( 0

0

baxdttfxF
x

x

  .

La definizione di )(xF  ha senso, infatti fissato ),( bax la funzione )(tf  è continua

nell’intervallo di estremi xx ,0   per cui
0

( )
x

x

f t dt   .

Proviamo che )(xF , detta funzione integrale di )(xf  con origine in 0x , è una  primitiva di

)(xf , ovvero che '( ) ( ) ( , )F x f x x a b   .
Sia ),( bax , consideriamo il rapporto incrementale di )(xF  in x :















h

dttfdttfdttf

h

dttfdttf

h

xFhxF

x

x

hx

x

x

x

x

x

hx

x 0000

)()()()()(
)()(

)(
)(

h
h f

h

hf



 con h   compreso tra x  ed x + h .

Abbiamo  utilizzato l’additività rispetto all’intervallo dell’intervallo dell’integrale definito ed il
teorema della media.

Pertanto )(lim
)()(

lim
00

h
hh

f
h

xFhxF






.

Poiché h  è   compreso tra x  ed x + h  ,  al tendere di h a zero, xh    (teorema dei carabi-

nieri) , allora )()(lim
0

xff h
h




 (essendo )(xf  continua).

Si deduce, allora, che )(' xF   ed )()(' xfxF  .

Teorema 6.3  (Teorema fondamentale del calcolo integrale) : Sia Rbaxf ],[:)(  continua, e sia
)(xG  una primitiva di )(xf  allora
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)()()( aGbGdxxf
b

a

 .

Dimostrazione: Consideriamo ( ) ( )  [ , ]
x

a

F x f t dt x a b   ; dal teorema precedente )(xF  è una pri-

mitiva di )(xf , allora     t.c. ( ) ( )  [ , ]F x G x x a b    , in particolare se bx    allora

)()()()( aGbGbFdttf
b

a

 .

ESEMPI

 Calcolare l’area del rettangoloide relativo ad 2)( 2  xxf   di base ]1,0[ .

Risulta
3

7
2

3

1
2

3
)2(])1,0([

1

0

31

0

2 







  x

x
dxxRarea f  .

 Calcolare 



2

1

)2log( dxxx .

La funzione )2log()(  xxxf   è  definita e continua in [,2]   ,  pertanto è continua in

]2,1[ . Risulta  
 dx

x

x
x

x
dxxx

22

1
)2log(

2
)2log(

32

posto )2log()(  xxu  ,
2

1
)('




x
xu

xxv )(' ,
2

)(
2x

xv   .

Poiché
2 2( 4) 4 1

 ( 2) 4
2 2 2 2

x x
dx dx dx x dx dx

x x x x


     

       
2

2 4log 2
2

x
x x c    

sia ha

cxxxx
x

dxxx  )2log(2
4

1
)2log(

2
)2log( 2

2

e quindi
2

1

log( 2)x x dx


 =
22

2

1

1
log( 2) 2 log( 2)

2 4

x
x x x x



 
     

 
.


