2. PROBLEMI

> l 2.1. Siax: By — B l'applicazione definita da

Ty = k_X-l +.Y2 +.Y N
2 =Xy +EXp + X3, (2.1)
xy = Xy + Xo + kX,

dove & e una costante reale. Sotto quale condizione su & I’applicazione (2.1 & una defor-
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S O.TC\zione. Lo Jacobiano J ¢ dato da
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Abbiamo J > 0 per k € (—2,1) U (1, 00).
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2.2. La descrizione lagrangiana di una deformazione ¢ data da

2y =2X; - Xp + X,
z9 = X +2Xp - 945,
T3 = 3"(1 — .Yg - X:;.

Determinare F, J,F~! e le equazioni euleriane che descrivono questo moto.
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Allora J = —11e

1 (-3 -2 -1
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Quindi, la descrizione euleriana della deformazione e

2 1
.X] = ﬁ(&tl + 2:1?2 + ;173),

1
-¥2 = ﬁ 2.’1-‘1 + 51’2 = 31‘3),

: 1
‘X3 = H(7.’l‘1 + Ty — 51‘3).
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2.8. 1l moto di un corpo continuo e descritto dalle equazioni

T = _Yl === 3tX2 = 3tX3,
9 = 3tX; + Xo,
r3 = 3tX; + X3, X € By,t € [0,00)

(i) Determinare la posizione all’istante ¢ = 5 della particella P originariamente in
(1,2,3).

(i) Determinare la traiettoria della particella P.

(iii) Determinare le componenti del vettore spostamento nella descrizione sia materiale
che spaziale.

(V) '/d oct 2« deee L(\é o
Soluzione. (i) Alllistante t = 5 la particella P occupa la posizione (—74,17,18).

(i) La traiettoria della particella e situata sulla retta data da

r1=1-15t , x9=2+4+3t, z3=3+3t,t€el.
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(iii) Dalla (1.8),
Uy = —31‘_‘&‘3 = 3t.Y3 s U2 = 37‘,_’(1 , U3z = 31‘_\!1.

Le equazioni euleriane che descrivono il moto sono

\

- \/ v . 3" R 264 ?("./
\\ x = /: X ={i/2 1 7K, J€ Xg

o 2 1
X1 = m[wl + 3t(x + a3)],

e 1 2 2
X = ppem 3t + (1+ 987y — 0%,
= 1 . 2 2\
X3 = R [—3txy + 9t%xs + (1 4+ 9t%)as].

Allora, le componenti dello spostamento possono essere espresse, nella descrizione spaziale,

3t )
Uy = —m[—ﬁtxl +(1+ 18t%)xs + z3),
Pk [y + 3t(x2 + 3)]
U =U3 = ———=|T AR B
L2 3T 11182 Tl 2 3
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Un vettore spostamento e dato da

up = 3t2(1 + 2X; X2 X3),
Uy = )‘.‘Y'lz + 5_‘(:22.\'3t3,
Uz = (2‘ — 1)(_\'1 + 5_\’2}{3), su B() x I.

(i) Determinare la nuova posizione, alllistante ¢ = 5, della particella originariamente
in (0,1,2) .

(ii) Determinare i gradienti di deformazione F e FT.

Soluzione. (i) Dalla (1.8), la descrizione lagrangiana (1.1) del moto é data da

T =331+ 2X, X, X3) + Xy,
Ty = tX? + 583 X5 X5 + X,
x5 = (28 = 1)(X; +5X,X3) + Xs.
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La nuova posizione della particella ¢ datada =2, =3, 2z, =11 ,z3 = 12.

(ii} Dalla descrizione lagrangiana del moto si ha che

oz 14 682X,X, 612X X 62X, X,
F = (67‘) = 2tX1 1+ 10t3X2X3 5t3X§ .
i 2t 1 52 ~1)Xs 1452 —1)Xa

La soluzione per 8X;/8z; ¢ data da

8X; 1 Oz;
oy =7 cofattore (B_X,)
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2.8. La descrizione lagrengiana di una deformazione e data da

21=X1, 22 =Xa+*kX;, z3= kX2 + X,

re I ¢ una costante tale che k% # 1.
{i) Determinare i tensori di deformazione.

{5i) Calcolare gl invarianti principali per ognune di questi tensori,

pne. (i) Dalla (1.9),
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_ 100
F=(a—$.‘—)= 01 k.
9X; 0 k1

In base alla {1.14) otteniamo il tensore di deformazione di Cauchy-Green

1 0 0
C=FTF=|0 1+& 2t |.

0 2k 14 k2

Dalla (1.15) otteniamo il tensore di Green E,

([0 80
0 k* 2% ).
0 2% K

deformazione precedente sono

(Eij) =

Wi

Le equazioni euleriane che descrivono la

{d id 1
Xi=21 -’\2=1__k2

1
(22 — kzs) » Xa= 1— k2(33 — kx2).

1l gradiente di deformazione spaziale ¢ dato da

F_l = 3-'Y|' — é ? 2
Ll ey T—%2 F-1 }°
w3 0 - 1

1l tensore di deformazione di Cauchy é dato da

1 0 0
o - 1442 2k
c=(e;)=(F 1)TF 1= |0 o "(1;&-’)5
3 &
0 - =k 7 1_-:1‘?1)

Dalla (1.15) otteniamo il tensore di deformazione di Almansi
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(ii) In base alla (1.34),

L(C)=3+2k , L(C)=3+k , L(C)=(Q1-F),

LE)=K | LE)=FGR-1) , LE)=0,

A1+E) 1 1+ K2)” + 432
h©=14 258 ho = 3 [re -1,
1 : 14+ k2
bo=gpy - M= aowy

1 14 & 4k*
n(o) = {11 - 52 Fl 7| B0 =0.

KRR

2.7. Per una deformazione omogenea il tensore di deformazione di Cauchy-Green ¢ dato
da |
3 10
C=|]-1 3 0].
0 0 1
Determinare gli autovalori.e le direzioni principali di C.

Soluzione. Gl autovalori di C sono le radici dell’equazione

=(A -1 -2)A-4)=0.
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Aliora €y = 1,5 = 2,C3 = 3. Le direzione principali sono date da

Ci;N; = AN..

(2.11)

Siano N; ) 1e componenti del versore della direzione principale associata con l'auto-

valore C;. Per C; =1 ,1a (2. 11) da
1y _ (1 1 1)
3N} = NO, —NO 43N = NV,
con Nm ’\Tm =1. Cosi otteniamo
NO_NB =0 , NP =1L

Per ', = 2 il sistema {1.11) implica che

N = NP = £3j2, NP =0,
Per (3 = 4 il sistema (2.11) fornisce

N® = N = 5v2/2, NP =0,

Gli assi principali Y; possono essere riferiti agli assi X; attraverso la tabella
X, X, X,

¥ 0 0 1

¢ +v2/2 +/2/2 0

s L FV2/2 +v2/2 0

Notiamo che 1 vettori

) 3
GV =e , GP= '\é_-(el te) , GY= ‘—\éf—(el —ez),

da
34
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formano una terna trirettangola levogira di versori. La matrice di trasformazione e data



0 0 1
= ( v2/2  V2/2 0) = (4i).
—-v2/2 V2/2 0]

Chiaramente, il tensore C puo essere posto nella forma diagonale C* tramite la legge di
tra.sformazlone Cl; = AirAjsCrs,

C*=(C};)=ACAT =
0 0 1 3 -1 0\ /0 Vv2/2 —/2/2 1 0»0
=(¢§/2 V2/2 o) (—»1 3 0)(0 v2/2 V22 =10 2 0].
—V2/2 V2/2 0 0 0 1 1 0 0

)

2.8. La descrizione lagrangiana di una deformazione ¢ data da

z; = 3X; - Xo,
T2 = _Xl +3X29
Z3 =X3.

Determinare il tensore destro di deformazione U e il tensore di rotazione R.

Soluzione. Dalle (1.8) e (1.9) troviamo che

3 =10
F=]|-1 3 0].
e 0 0 1

Nella decomposizione polare di F , il tensore di deformazione U ¢ dato da U VCei
tensore di rotazione ¢ R = FU™!. Il tensore deformazione di Cauchy-Green e dato da

10 -6 0
C=FTFr=|-6 10 0].
0 0 1
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Un vettore spostamento su By é dato da

uy = eXo,
up = eXs,
us = X,

36



dove £ ¢ una costante tale che ¢ # —1.
(i) Determinare i tensori di deformazione E;; e e;; usando la (1.16).
(ii) Confrontare i tensori E;; e e;; nel caso in cui " ~ 0(n > 2).

Soluzione. (i) Dalla (1.16),

.

1, 1
Eu=1'-‘-)‘22‘—“}-;;33=§52 ’ E12=E13=E23=§5—

La descrizione lagrangiana della deformazione (1.1) ¢ data da

21 =X1+eXs, 2a=Xo+eX3, 23 =X3 +X,.

Invertendo queste equazioni otteniamo la des¢rizione euleriana della deformazione

1 2
X = —1+€3($1 —Exat¢ ."33),
—_ 2
2= 1+€3(€ ) +£2—623),
1 2
X3 = 1+£3(—E:cl +&%z2 +24).

:: da

£
ty = TS (52.1:1 + 2, - £23),
__¢ 2
up =7 +£3(—~ezl + €°zy + z3),
2
U3 (24 — ezg +e¥x3).

i1+
| Dalla (1.16) abbiamo

£ 1+4¢e2 ¢t
611=622=833=m 25_14-—53 )
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In questo modo le componenti del vettore spostamento, nefle coordinate spaziali, sono date



3 i
€33 = €13 = €192 = 9(1+ 3)[5(1 1+ 3(5—1 £ )]

(ii} Se si trascura e? e le potenze maggiori, troviamo che E;; coincide con e¢;j,

Ey = Ep=F3; =<e ) =€ =¢€33 =0,

G 1
Eyp=Ey=FE=€3=¢€3=¢€3= EE-

\‘\

2.1 0; Un corpo continuo subisce lo spostamento

§
!
g
N uy = kX.if s M= Uz = 0,

dove k€ una costante assegnata. Un parallelepipedo infinitesimale con gli spigoli definiti
da vettori dR; = e;dX,;, dR; = exdX,;, dRj; = e3dX; nel punto M(1,1,0) diventa dopo
la deformazxone un para]leleplpedo con i cornspondentl spigoli dry, dr; e dra

(1) Determlna.re i vettori dr;.
3 oSS Gl J l.]-ll‘:lih o Hikedrt

(ii) Calcolare gli-siissggenti nelle direzioni OM e OX; nel punto M,
lgjco“ﬂﬂi l\-n.\“o

(1ii) Determnaxvpjwm nell’angolo tra i vettori dR; e dR;.

(iv) Mostr_a,re che non ¢’¢ nessuna variazione volumetrica associata alla deformazione
data. _

- Soluzione. (i) Dalla(1.9)
~  dx = FdX. (2.12).
La descrizione lagrangiana della deformazione ¢ data da

=X) + kX3, 72 =X2, z3 = Xj,

per cui




Una retta pud essere vista come l'intersezione di due piani. Tramite la deformazione (2.26)
i piani rimangono piani come provato e quindi I'intersezione dei due piani rimane una retta.

g L.I 5. La deformazione omogenea per la quale

n=xXy , T2 =2 X; , za=Xx X3 , A>0 (227)

¢ chiamata dilatazione uniforme. Determinare i tensori di deformazione, gli ellissoidi di
deformazione e gli invarianti di deformazione.

Soluzione. Dalle (1.9), (1.10), (1.12), (1.14), (1.15) e (2.27) segue che

1
Cij =765 , cj= szl

1
=N~ 1)6; , 265 = (1 - ,\_2)6"1"

Gli ellissoidi di deformazione sono sfere. Cosi la dilatazione uniforme puo essere caratte-
rizzata come una deformazione che ha gli stiramenti principali uguali fra loro. Gli invarianti
di deformazione sono

L(C)=3) , R(C)=3\ , L(IC)=X,
L{E)= g(,\2 -1) , L(E)= %(,\2 -1) , L(E)= %(,\2 -1)%

Chiaramente, A € lo stiramento in ogni direzione. Per X > 1 abbiamo una espansione
uniforme e per A < 1 una compressione uniforme. Una dilatazione uniforme deforma una
sfera in un’altra sfera.
bR
}\21 6. Llestensione semplice parallela all’asse OX; ¢ la deformazione omogenea per la
quale

zn1=A2X, , z3=Xs , 23=X3 , A>0. (228)

44



Studiare questa deformazione.

Soluztone. Dalia (1.9)

I tensori di deformazione sono dati da

32
C=] 0
0

1(a-1) 0 0 i-%) 0 0
E: 0 0 O ;€= 0 0 0 .
0 0 0 00

Per gli invarianti abbiamo

QO
el I ]
N

[¢]

i
S
o oX-
DO

o

<9

LO)=2+X |, L(C)=1+2)\ , L(C)=X,
L(EY=-(A~1) , L(E)=L(E)=0.

Gli ellissoidi di deformazione sono dati da

]- -~
wuthntr=K , NMW+H+¥=F

L'estensione semplice pud essere caratterizzata come una deformazione che ha due stira-
menti principali uguali all’'unita mentre il terzo é diverso da 1. La deformazione muove i
piani perpendicolari all’asse QX parallelamente a se stessi e nessuna deformazione avviene
nelle direzioni OX> e OX3.
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per cui

g [ v
—— ()= 5.
oz, (axj) t (7o)

Dalla (2.56) e (2.57) concludiamo che dv;/8x; e un tensore antisimmetrico indipendente
dalle coordinate spaziali,

31},: Tk (g

7

Se integriamo si ottiene

v; = () + W,—*-(i);rj, W = —I’V;

7 )

Dal Problema 2.31 si conclude che il moto ¢ rigido.

™
. \
r\ S\/QS.? . Dimostrare che il campo accelerazione puo essere scritto nella forma

AN

_ov
A= B

1
—vx curl v+ 3 grad v2.

Soluzione. Dalla (1.51) abbiamo

. SO B A P
ot T80T Bt T\ B 0z ) T 0w

-

In base alla (1.55),

Ov; 19
a; = _’U_ + 2 'Vijvj + 3-5;(1)31)3).

at

Chiaramente, il vettore
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w= cutl v

ha le componenti

w; = €55 Wiy,

per cui

205, = egriwi.

Ora possiamo scrivere

dv; 12

a; = -g + €jisWs?; + 532:‘_(_112).

Da questa relazione si ottiene il misultato desiderato.

/_‘_""‘».__
| ;

§

2.84. 1l vettore spostamento e dato da

U_‘.:U,

1o . I :
ug = 3[(Xo + X3 Je! 4 (Xz — Xa)e™" — 2X5],

1. 2 3 S s .
uz = 3[(}12 + X3)e' — (X2 — Xz)e - 2X).

. . . ) - - . -
Determinare il tensore velocita di deformazione e il tensore spin.

Soluzione. La descrizione lagrangiana del moto e data da

-TIZJH,

g S H - 2
&y = T)‘[(—Xz + X3)e! + (X — Xa)e ),
1 - . e
T3 = 3[{X2 + Xp)ef — (Xp — X3)e it

5



Abbiamo

xy+x3= (X2 + Ji':s)f"t , Ty — X3 = (X~ X?.)e-t-

In questo modo otteniamo la descrizione euleriana del moto nella forma

-Yl = T1,

1 _
4‘-2 = 3[(-?2 + .’E3)€ ¢ + (.’L‘?, = 13)6“']‘

1
X3 = 5[(1"-2 +ag)e”t — (22 — 23)e’].

Le componenti della velocita nella descrizione lagrangiana sono

<
=
I

1 : =
, vy = 5K+ Xa)e' — (X2 — Xs)e it

- @

vg = =[(Xa + X3)e' + (X2 — X3)e Y.

. - f . . -
Le componenti della velocita nella descrizione euleriana sono date da

n=0 , v2a=2I3 , vy = T2-

Dalla (1.54) otteniamo

oo
-0 @
[ T )

e W =0.

2.85. TUn moto nel quale la velocita e data da

vy =kzy , v2=0, vy =0,

6



prOBLEMI PROPOSTI X (4 [l

7 . . « ' . S - - —t v
2,67. Il moto di un sistema continuo é definito da 1 = 3X|, 29 = ' Xo+e X3, a3 =
e 'X, + €' X3. Determinare i campi vettoriali della velocita e dell'accelerazione, sia in
forma lagrangiana che in forma euleriana.

2.68. Assegnate le seguenti funzioni

=X+ X54+X , =KX +e'Xs , m=e X3+ X,

verificare:

(i) per quali valori di Y € R tali funzioni rappresentano un moto di un sistema
continuo.

(ii) per quali valori di & € R il determinante di Fi; = g;—' risulta essere uguale ad 1.
A

2.69. Con riferimento alle seguentt funzioni

=X , =kX+khA; , x3=~khX;,

determinare se esistono terne (k;, ko, k3) tali che le funzioni assegnate descrivano un moto.
In caso affermativo, determinare:

(1) il tensore C;;.

(i1) I'espressione di Cj; in termini delle componenti dello spostamento.

2.70. In un moto di un sistema continuo la velocita é data da

m=(k+NDz, , mp=kry , v3=0

dove & ¢ una costante positiva. Determinare:
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(3) il tensore gradiente di velocita e il tensore velocita di deformazione.

- (ii) gli autovalori e le direzioni principali del tensore velocita di deformazione.
2.71. Sia dato il campo di velocita
v-l =273 , vy =3x7 , U3 = 17273
Determinare la velocita di allungamento nella direzione del vettore a = e; + 2e; + 3es.
2.72. 11 moto di un continuo ¢ dato da

z1=Xo+ X3t , 22=-X1+Xot , w3=2Xp+ X5t

Determinare:
(i} le posizioni dei punti A = (0,1,1), B=(1,2,2), C =(2,3,3) allistante t = 5.

(ii) la descrizione euleriana del campo di velocita .

2.73. 1l campo di velocita di un continuo é dato da

z1+3 22243 0 33+ 7
1+t ' T '

Determinare:
(1) le equazioni del moto.
(ii) it gradiente di velocita .

(iii) il tensore velocita di deformazione.
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2.74. Dato il campo i velocita

2.,2 3
vy =ajr;tEy , T2=X) + xyry. . U3 = I3.

Determinare :
(1} il gradiente di velocita .
- - - ' - .
(ii) il tensore velocita di deformazione.

(iii) il tensore vorticita e il vettore velocita di rotazione.

2.75. Sia dato il campo di velocita

= /\.‘1'?1;1?2 N vy = )‘;[:1 + 22 n3 =T9

sul dominio B semplicemente connesso. Determinare il valore di A per cui il moto risulti
irrotazionale e determinare il potenziale della velocita .

2.76. Un campo di velocita ¢ dato da

n = (/\1 — Ag2)xa — Ayx3,
vy = Arty + (A1 — Ag)ag,
vy = (A3 — Ap)xs.

Determinare:
{i} i valori A1, A2 e A3 in modo tale che il moto del corpo sia rigido.

(i1} le linee di vortice.
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